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Razvoj in testiranje izdelkov potekata vedno pogosteje v virtualnem okolju, kjer simu-
lacije potekajo na podlagi matematicˇno-fizikalnih modelov in lastnosti izdelkov, med
katere spadajo tudi elasto-plasticˇne lastnosti materiala. Cilj naloge je preveriti izvedlji-
vost identifikacije le-teh z uporabo digitalne korelacije slik. V delu so obravnavani realni
eksperimenti z uporabo trgalnega stroja, numericˇni eksperimenti z metodo koncˇnih ele-
mentov, pogojenost identifikacije in pa sˇe sama metoda inverzne identifikacije. Potrdili
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Development and research of products is mostly done in virtual environment, where
simulations take place based on mathematical-physical models and product properties,
which also include elasto-plastic material properties. The goal of this master thesis is
to check if we can identify these parameters using digital image correlation. We made
real experiments with the tensile testing machine and virtual experiments with FEM
analysis. Some of the included topics are also sensitivity of parameter identification
and the method of inverse identification. Throughout the thesis, we confirmed the
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Fizicˇna izdelava razlicˇnih verzij izdelkov ter njihovo preizkusˇanje je tako cˇasovno kot
tudi financˇno zelo potratno. V izogib temu lahko izdelke ustvarimo v virtualnem okolju,
jih tam preizkusˇamo in izboljˇsujemo. Po dosegu zahtev izdelka tega seveda fizicˇno
izdelamo. Tako pridobljen izdelek potrebuje le sˇe koncˇni preizkus, ki pa je potreben le
za potrditev virtualno pridobljenih rezultatov.
Omenjena potrditev virtualno pridobljenih rezultatov je pozitivna le v primeru, ko se
virtualni izdelek ujema z realnim. Virtualni izdelek je pravzaprav matematicˇni mo-
del, ki popiˇse opazovane lastnosti izdelka. V okviru magistrskega dela se omejimo na
opazovanje kvazi-staticˇnih lastnosti izdelka oziroma na njegov elasto-plasticˇni odziv.
Matematicˇni modeli za popis takega odziva sprejmejo podatke o geometriji, interakci-
jah z okolico, obremenitvah in materialu izdelka. Le-tega pa popiˇsemo z locˇenim mo-
delom, imenovanim konstitutivni model. Ta okarakterizira lastnosti materiala preko
matematicˇnega modela in tako imenovanimi materialnimi parametri.
1.2. Cilji naloge
Pridobitev omenjenih elasto-plasticˇnih materialnih parametrov je v praksi dolgotrajen
postopek, saj je pogosto treba izvesti veliko sˇtevilo razlicˇnih eksperimentov. Cilj naloge
je pridobitev parametrov z zmanjˇsanim sˇtevilom eksperimentov oziroma pridobiti iz
posameznega eksperimenta cˇim vecˇ uporabnih informacij.
Nekatere materialne parametre, kot so npr. elasticˇni modul, Poissonov koeficient in
parametri anizotropije Hillovega materialnega modela, lahko dolocˇimo s standardnimi
enoosnimi preizkusi in enostavnimi izracˇuni. V splosˇnem pa dolocˇitev materialnih
parametrov ni tako enostavna in eksplicitna. Vpliv teh je tako kompleksen, da jih lahko
dolocˇimo le z inverzno identifikacijo. Ta je shematsko prikazana z diagramom poteka
na sliki 1.1. Pri tej metodi primerjamo odziv realnega in numericˇnega (virtualnega)
eksperimenta ter iterativno iˇscˇemo materialne parametre, vse dokler odziva nista enaka.




Slika 1.1: Potek inverzne identifikacije materialnih parametrov.
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1.2 Cilji naloge
Identifikacija materialnih parametrov se zacˇne z nacˇrtovanjem eksperimenta. To je
nujno potreben korak, saj moramo zagotoviti, da eksperiment izkazuje obcˇutljivost na
iskane materialne parametre. Lahko si predstavljamo, da bi v primeru iskanja strizˇnih
materialnih lastnosti ob uporabi enoosnega preizkusa naleteli na tezˇave. Omenimo sˇe
bolj jasen primer ne-pogojenosti; preizkusˇanec obremenimo le v elasticˇnem obmocˇju,
iˇscˇemo pa krivuljo utrjevanja. Nacˇrtovanje eksperimenta je obravnavano v poglavju
3.2.
Slika 1.1 prikazuje na levi strani realni eksperiment. Tu izdelamo fizicˇni preizkusˇanec,
ga obremenimo ter izmerimo odziv. Ogledali si bomo uporabljeno opremo za obre-
menjevanje preizkusˇanca, kot je npr. trgalni stroj. Posebno pozornost bomo name-
nili preizkusˇancem, saj lahko z njihovo obliko neposredno spreminjamo napetostno-
deformacijsko stanje preizkusˇanca. Pomemben del realnega eksperimenta je tudi pro-
tokol obremenjevanja. V ta sklop je zajeto sˇtevilo preizkusˇancev, materialna usmerje-
nost le-teh, obremenjevanje s pomikom ali silo itd. Za primer omenimo karakterizacijo
izotropnega materiala, kjer zadostuje en preizkusˇanec, ki je lahko orientiran poljubno.
Rezultati bodo popolnoma korektni, saj so v tem primeru materialne lastnosti v vseh
smereh enake. Oglejmo si sˇe primer karakterizacije ortotropne plocˇevine, katere mate-
rialne lastnosti so v razlicˇnih smereh razlicˇne. V tem primeru po navadi potrebujemo
tri preizkusˇance, orientirane v smeri 0◦, 45◦ in 90◦ glede na smer valjanja. Vse tri
preizkusˇance je treba obremeniti v trgalnem stroju, izmeriti odzive ter jih nato sˇe
analizirati. Kot smo zˇe omenili, zˇelimo s tem magistrskim delom celoten postopek
poenostaviti z le enim (bolj kompleksnim) preizkusom. Poudarek bo tudi na merilni
opremi za merjenje (polja) pomikov oziroma deformacij, ki temelji na metodi digitalne
korelacije slik DIC (ang. Digital Image Correlation). Pricˇakujemo, da bo ravno ta
zagotovila zajem cˇim vecˇjega sˇtevila uporabnih informacij iz enega samega preizkusa.
Tematika realnih eksperimentov je obravnavana v poglavjih 2.2 in 3.3.
Pomemben del inverzne identifikacije materialnih parametrov je zagotovo numericˇni
eksperiment. Ta je prikazan na desni strani slike 1.1. Cilj tega sklopa je izracˇun od-
ziva preizkusˇanca v virtualnem okolju. Numericˇni eksperiment, kot je vidno na sliki,
delimo na tematiko mehanskega robnega problema in numericˇno resˇevanje. Prva tema
obravnava omenjeni fizikalno-matematicˇni model, ki vsebuje tudi konstitutivni mo-
del. Ta na podlagi svojih predpostavk, formulacije in materialnih parametrov popisuje
zvezo med kineticˇnimi (napetosti) in kinematicˇnimi (deformacije) velicˇinami materiala.
Druga tema tega sklopa je numericˇno resˇevanje uporabljenega fizikalno-matematicˇnega
modela, ki pravzaprav poskusˇa ponazoriti realni eksperiment. Prenos informacij iz re-
alnega v virtualni eksperiment je na sliki 1.1 prikazan z modro barvo. Pozornost bomo
namenili tudi metodi koncˇnih elementov, ki predstavlja glavno orodje za pridobitev
izracˇunanega odziva.
Klasicˇna identifikacija materialnih parametrov uporablja predvsem le izmerjeni odziv
(rezultat realnega eksperimenta), izracˇunanega pa uporabi kvecˇjemu le za verifikacijo
identificiranih parametrov. Ta princip identifikacije je mogocˇ le v primerih, ko lahko
zasnujemo take eksperimente, katerih izmerjeni odziv omogocˇa ekspliciten izracˇun iska-
nih materialnih parametrov. Za jasnost omenimo primer izracˇuna elasticˇnega modula.
Potrebne osnovne podatke pridobimo s klasicˇnim enoosnim preizkusom, kjer poznamo
geometrijo preizkusˇanca in merimo silo glede na pomik obremenjevanja. Ti dve velicˇini
preracˇunamo v inzˇenirsko (nominalno) vzdolzˇno napetost in deformacijo. Izkazˇe se, da
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prvi del pridobljenega grafa napetost–deformacija izkazuje linearno karakteristiko. Ko-
eficient naklona tega linearnega dela predstavlja iskani elasticˇni modul.
Identifikacija materialnih parametrov naprednih konstitutivnih modelov pa po navadi
ni tako enostavna. V veliko primerih ekspliciten (direkten) izracˇun sploh ni mogocˇ. Ta-
krat uporabimo inverzno identifikacijo, ki je prikazana na spodnjem delu slike 1.1. Ta
predstavlja iterativno metodo iskanja materialnih parametrov. Vsaka iteracija poteka
tako, da z numericˇnim eksperimentom pridobimo izracˇunani odziv, ga primerjamo z
realnim in se na podlagi razlike ter zgodovine prejˇsnjih iteracij odlocˇimo, kaj bomo v tej
iteraciji pravzaprav naredili. Kot je zˇe prikazano na sliki 1.1, se lahko zgodijo sˇtiri de-
janja. V primeru enakega izmerjenega in izracˇunanega odziva vemo, da so uporabljeni
materialni parametri pravi in lahko zakljucˇimo celoten postopek iskanja. V primeru
ne-pogojenosti eksperimenta oziroma neobcˇutljivost tega na materialne parametre nam
ne preostane druge mozˇnosti kot zasnovati drugacˇen eksperiment. Sˇe ena tezˇava, na
katero lahko naletimo, je neprimernost konstitutivnega modela. To pomeni, da se ta
tako razlikuje od naravnega obnasˇanja materiala, da z nobenimi vrednostmi material-
nih parametrov ni mogocˇe zagotoviti enakega izracˇunanega in izmerjenega odziva. V
tem primeru je potrebna uporaba drugega konstitutivnega modela. Zadnja, najbolj
pogosta, mozˇnost pa je izracˇun novih materialnih parametrov. To storimo z uporabo
optimizacijskih metod, kjer nam cilj predstavlja enakost izracˇunanega in izmerjenega
odziva. Inverzna identifikacija materialnih parametrov je bolj podrobno predstavljena
v poglavjih 2.4 in 3.5.
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V tem poglavju so predstavljene teoreticˇne osnove, ki jih potrebujemo pri celotnem
procesu inverzne identifikacije materialnih parametrov. Struktura tega poglavja iz-
haja iz slike 1.1, kjer je celotni problem razdeljen na tri sklope: realni in numericˇni
eksperiment ter inverzna identifikacija.
2.1. Pregled literature
Dolocˇitev materialnih parametrov konstitutivnih modelov s podrocˇja teorije elasto-
plasticˇnosti lahko na prvi pogled izgleda enostavno, v realnosti pa sˇe zdalecˇ ni tako.
Na primer zˇe stanje in lastnosti materiala niso odvisne le od koncˇnega napetostnega-
deformacijskega stanja, temvecˇ tudi od poti obremenjevanja. Raziskovalci so v ta na-
men razvili preizkusˇance, kjer se material v posameznih tocˇkah deformira po razlicˇnih
poteh [1–3]. Vsi ti razviti preizkusˇanci zahtevajo obremenjevanje z bi-aksialnim trgal-
nim strojem, ki pa je v primerjavi z zelo pogostimi trgalnimi stroji veliko bolj komple-
ksen ter drazˇji.
Omenjeni preizkusˇanci ob obremenjevanju razvijejo nehomogeno polje deformacij, ki
ga s klasicˇnimi metodami merjenja pomika (ekstenziometri) ne moremo izmeriti. Mer-
jenje lokalnih deformacij, in ne povprecˇnih, omogocˇa metoda digitalne korelacije slik
(DIC), ki je pogosta izbira vecˇine raziskovalcev. Omogocˇa merjenje obmocˇja interesa
v velikosti od nekaj 100 µm pa do nekaj metrov in tako uporabo v strojniˇstvu, grad-
beniˇstvu, geologiji, biomehaniki [4]. Raziskovalci so DIC verificirali tako z eksperimenti
s pomocˇjo merilnih listicˇev [5] in z numericˇnimi simulacijami oziroma umetne defor-
macije osnovnih slik [6]. Uporaba DIC-a v strojniˇstvu sega vse od kontrole ujemanja
numericˇnega modela z realnim sistemom [7, 8] pa do iskanja materialnih parametrov.
Raziskovalci v ta namen izkoriˇscˇajo predvsem zmozˇnost merjenja v obmocˇju zozˇitve
(ang. necking) [9], pri poviˇsanih temperaturah [10] in mocˇnih anizotropij [11]. Z
razvojem digitalne korelacije slik so zacˇeli raziskovalci nacˇrtovati tudi nove metode za
inverzno identifikacijo materialnih parametrov [12,13], ki iz posameznega eksperimenta
koristijo cˇim vecˇ pridobljenih informacij in tako zmanjˇsajo potrebno sˇtevilo fizicˇnih ek-
sperimentov.
Metoda digitalne korelacije slik prispeva ogromno sˇtevilo prednosti v primerjavi s
klasicˇnimi metodami merjenja pomikov. Je tudi prva metoda, ki omogocˇa merjenje
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in vizualizacijo celotnega nehomogenega polja pomikov in deformacij. Kljub vsemu
pa izkazuje tudi nekaj slabosti, katerim moramo posvetiti pozornost pri nacˇrtovanju
eksperimentov [14]. Te sˇe vedno ne pretehtajo prednosti, ki jih ta metoda ponuja. Po
spoznanju metode DIC in postopka iskanja materialnih parametrov mocˇno pohitrimo
izvajanje preizkusov, pri cˇemer se kakovost rezultatov ohrani, cˇe ne izboljˇsa.
2.2. Realni eksperiment
To poglavje predstavlja uporabljeno opremo pri realnem eksperimentu, kar je oznacˇeno
na sliki 2.1 z rumeno barvo. Omenili bomo uporabljeni trgalni stroj, vecˇjo pozornost
pa bomo namenili merilni opremi za merjenje polja pomikov oziroma deformacij.
Slika 2.1: Teoreticˇni deli realnega eksperimenta.
2.2.1. Trgalni stroj
Obremenjevanje preizkusˇancev poteka s trgalnim strojem (ang. Universal Testing Ma-
chine), prikazanim na sliki 2.2. Ta skrbi za izvedbo vnaprej predpisanega obremenitve-
nega cikla, ki ga nastavimo preko programskega vmesnika. Stroj zagotavlja obremeni-
tev z elektricˇnim servo motorjem preko planetnega reduktorja, jermenskega prenosa in
pogonskih vijakov. Dodatno zagotavlja tudi vodenje in pa stabilno vpetje preizkusˇanca.
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Slika 2.2: Trgalni stroj.
Preizkusˇanec vpnemo na stroj preko zagozdnih vpenjalnih cˇeljusti proizvajalca Tinius
& Olsen, model HW21 (slika 2.3). Te s prednapetjem (trenje) in narebreno kontaktno
povrsˇino (oblika) zagotavljajo trden ter enakomeren spoj za prenos obremenitev. V
nasˇem primeru kot obremenitev dolocˇimo osno silo, s katero obremenimo preizkusˇanec.
To merimo z merilno celico za silo AEP TC4 z merilnim obmocˇjem ±50 kN, prikazano
na sliki 2.4.
Slika 2.3: Vpenjalne cˇeljusti. Slika 2.4: Merilna celica za silo.
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2.2.2. Merilni sistem digitalne korelacije slik
Kot zˇe omenjeno, smo za merjenje polja deformacij in pomikov uporabili merilni sistem
Q-400 proizvajalca Dantec Dynamics, ki temelji na metodi digitalne korelacije slik. To
je brezdoticˇna metoda, kjer zajamemo serijo slik objekta, jih shranimo v digitalni
obliki in izvedemo analizo teh slik. Tako na podlagi predhodnega umerjanja pridobimo
podatke o obliki, premikih in deformacijah objekta v celotnem vidnem polju slike.























Slika 2.5: Shematski prikaz delovanja metode digitalne korelacije slik. [15]
2.2.2.1. Opticˇni del
Opticˇni del merilnega sistema poskrbi za preslikavo slike realnega objekta na senzor v
kameri. Shematsko je prikazan na sliki 2.6, kjer koordinatni sistem (x, y, z) predstavlja
bazo prostora. Pogosto je imenovan kot sistem kamere s tocˇkasto odprtino (ang. pinhole
system). Opticˇna preslikava preko lecˇe se zgodi z zrcaljenjem, zato se po navadi na








Slika 2.6: Opticˇni del merilnega sistema. [16]
Opticˇna preslikava je ”popolna” (ne-zamegljena) le takrat, ko je objekt na pravi od-
daljenosti od lecˇe. Le-ta je predstavljena z ravnino Pi. V nasprotnem primeru ima
zamegljeno sliko, kar je prikazano na sliki 2.8 z zgornjima dvema primeroma, kjer
preslikava tocˇke na objektu rezultira v krogu na senzorju.
Majhen zamik objekta izven ravnine Pi povzrocˇi majhno zamegljenost, ki jo lahko sˇe
zanemarimo. Velikost obmocˇja tega premika imenujemo globinska ostrina (ang. depth
of field), v nadaljevanju oznacˇeno z DOF. Seveda si zˇelimo, da bi bil le-ta cˇim vecˇji.
Velik vpliv na DOF ima zaslonka, ki jo dodamo pred ali za lecˇo. Njen vpliv je prikazan
na sliki 2.9, kjer vidimo, da z zapiranjem zaslonke zmanjˇsujemo zamegljenost slike in
posledicˇno povecˇujemo DOF.
Vidno polje (ang. field of view), v nadaljevanju oznacˇeno s FOV, je obmocˇje na




Slika 2.7: Vidno polje. [16]
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Slika 2.8: Globinska ostrina. [16]
Slika 2.9: Vpliv zaslonke na globinsko
ostrino. [16]
2.2.2.2. Model kamere in umerjanje racˇunalniˇskega vida
Model kamere nam sluzˇi za dolocˇitev relacije med lokacijo tocˇke v prostoru in lokacijo
opazovane te iste tocˇke na zajeti sliki. Kamera je v splosˇnem sestavljena iz opticˇnega
dela (predstavljen v poglavju 2.2.2.1), senzorja in elementov, ki poskrbijo za zajem in
shranjevanje slike v digitalno obliko. Vse opisane elemente si lahko predstavljamo kot
operatorje, ki zaporedno transformirajo sliko objekta v digitalno sliko. Napisano je
prikazano na sliki 2.10a, kjer je uporabljen prikaz s tako imenovano sprednjo ravnino
slike Rr (ang. front image plane), transformacije pa so shematsko prikazane na sliki
2.10b.
Transformacija je izvedena v sˇtirih korakih. Prvi 1⃝ zajema transformacijo T popisa
tocˇke iz realnega koordinatnega sistema v koordinatni sistem kamere. Transformacija
je odvisna od lege in usmerjenosti kamere. V matematicˇnem smislu spremenimo bazo
vektorju lokacije tocˇke v prostoru
M {RW } →M {RC}. (2.1)
V drugem koraku 2⃝ se tocˇka v prostoru projicira na ravnino slike. Ta projekcija P
uposˇteva opticˇne lastnosti oziroma nastavitev kamere (goriˇscˇna razdalja, zaslonka,. . . ).
Tako iz tridimenzionalnega popisa lege tocˇke v prostoru pridobimo le dvodimenzionalno
10
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Korak 3⃝ pa zajema transformacijo A popisa lege tocˇke na ravnini slike iz koordina-
tnega sistema sprednje ravnine slike v koordinatni sistem slike
m{Rr} →m{RS}, (2.3)
kjer koordinatni sistem Rr uporablja za popis lokacije enote dolzˇine (npr. meter),
koordinatni sistem slike RS pa slikovne tocˇke (ang. pixel). V tem koraku so tako
uposˇtevane lastnosti digitalizacije slike (velikost, sˇtevilo slikovnih tocˇk senzorja,. . . ).
Sledi sˇe zadnji korak, kjer z nelinearno transformacijo D odpravimo popacˇenje slike
m{RS} → m˘{RS}, (2.4)
kjer nam m˘{RS} predstavlja lego tocˇke na realni (popacˇeni) sliki. Tu tako uposˇtevamo
vse zaznane nepopolnosti opticˇnega dela merilnega sistema.
(a) (b)
Slika 2.10: Zaporedne transformacije lokacije tocˇke iz realnega koordinatnega sistema
v koordinatni sistem slike. [16]
Opisano popiˇsemo z matematicˇnim modelom projekcije (ang. projection model), ki je
shematsko prikazano na sliki 2.10b. Tu nam oznake predstavljajo:
11
2. Teoreticˇne osnove in pregled literature
M . . . psevdo vektor lokacije tocˇke v realnem koordinatnem sistemu RW ;
m . . . psevdo vektor lokacije tocˇke v nepopacˇeni ravnini slike oziroma v koordinatnem
sistemu slike RS;
m˘ . . . psevdo vektor lokacije tocˇke v realni (popacˇeni) ravnini slike oziroma v koor-
dinatnem sistemu slike RS;
T . . . transformacijska matrika, ki poskrbi za premik in rotacijo iz realnega v koor-
dinatni sistem kamere 1⃝;
P . . . transformacijska matrika, ki poskrbi za projekcijo tocˇke iz koordinatnega sis-
tema kamere v ravnino senzorja 2⃝;
A . . . transformacijska matrika, ki poskrbi za transformacijo tocˇke iz ravnine sen-
zorja (enota npr. mm) v lokacijo na sliki (enota px) 3⃝, pri cˇemer uposˇteva
krivost (ang. skew) senzorja in ga popiˇse v ne-ortogonalnem krivocˇrtnem ko-
ordinatnem sistemu;
D . . . (nelinearni) model za odpravo popacˇenj slike (primer, pokazan na sliki 2.11),
povzrocˇenih zaradi nepopolnosti opticˇnega dela kamere, npr.: sferna aberacija,
koma, astigmatizem,. . .
Slika mrezˇe
Realna mrezˇa
Slika 2.11: Primer tipicˇnega popacˇenja slike. [16]
Za izvedbo opisane transformacije je treba poznati vecˇje sˇtevilo parametrov. Te v pra-
ksi pridobimo s postopkom umerjanja merilnega sistema, ki nam vrne prenosno funkcijo
med lokacijo tocˇke v prostoru in lokacijo na digitalni sliki. Umerjanje v splosˇnem po-
teka tako, da s kamerami zajamemo serijo slik znanega objekta na razlicˇnih lokacijah
in usmeritvah v prostoru, nato pa objekt prepoznamo na vseh zajetih digitalnih slikah
in izracˇunamo parametre transformacije. V matematicˇnem pomenu imamo opravka s
predefiniranim sistemom enacˇb. Umerjanje zajame in popiˇse lastnosti kamer, tako loka-
cije kot tudi nastavitve opticˇnega dela (goriˇscˇna razdalja, zaslonka,. . . ). Bolj podrobne
informacije so predstavljene v [16, str. 33–63].
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2.2.2.3. Tridimenzionalni racˇunalniˇski vid
Model kamere, predstavljen v poglavju 2.2.2.2, opazuje tocˇko v prostoru (na objektu)
kot tocˇko na ravnini senzorja kamere. Tako izgubimo podatek o ”globini” tocˇke. Torej
vemo, na kateri premici je, ne vemo pa lokacije na njej. Omenjeno informacijo o
”globini” lahko pridobimo z uporabo dodatne kamere, kakor je shematsko prikazano
na sliki 2.12.
Oglejmo si primer, ko je opazovana tocˇka M oziroma slika opazovane tocˇke na levi
sliki na lokaciji m. Tako vemo, da lezˇi tocˇka v prostoru nekje na zˇarku, ki izhaja iz
opticˇnega centra C in gre preko znane tocˇke na levi sliki m. Iz informacij samo leve
slike pa ne moremo vedeti, kje na zˇarku oziroma na kaksˇni oddaljenosti od leve kamere
je opazovana tocˇka. To informacijo pridobimo z desne slike, na kateri poiˇscˇemo isto
opazovano tocˇko oziroma njeno sliko. Ta je na desni sliki na lokaciji m′. V primeru,
cˇe bi bila tocˇkaM bolj oddaljena od leve kamere, torej v tocˇki M˜ , pa bi sliko te tocˇke
videli na desni sliki na lokaciji m˜′. Analogno kot pri levi sliki vemo, da je opazovana
tocˇka na zˇarku, ki izhaja iz opticˇnega centra C ′ in gre preko znane tocˇke na desni sliki
m′. Tako ugotovimo, da je opazovana tocˇka na presecˇiˇscˇu omenjenih zˇarkov, to je v
tocˇki M .
Slika 2.12: Shematski prikaz uporabe dveh kamer. [16]
Izkazˇe se, da lokaciji iste opazovane tocˇke v prostoruM na dveh razlicˇnih slikah (kame-
rah), m in m′, nista poljubni. Povezavo imenujemo epipolarna omejitev (ang. epipolar
constraint):
m′⊤ · F ·m = 0, (2.5)
kjer nam vektorja m in m′ predstavljata lokacijo tocˇke na levi in desni sliki ter F
matriko velikosti 3× 3. Graficˇni pomen enacˇbe (2.5) je prikazan na sliki 2.13. Vidimo,
da epipolarna omejitev pravi, da lezˇita opticˇna centra (C in C ′), tocˇka v prostoru (M )
in tocˇki na slikah (m in m′) na isti ravnini.
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Slika 2.13: Graficˇni prikaz epipolarne omejitve. [16]
S postopkom umerjanja pridobimo dovolj podatkov, da lahko v celoti izracˇunamo ma-
triko F. Tako se nam problem iskanja iste opazovane tocˇke na drugi sliki poenostavi v
iskanje tocˇke le po tako imenovani epipolarni cˇrti. Le-ta je definirana kot presek skupne
ravnine opticˇnih centrov in tocˇke na prvi sliki ter ravnine senzorja druge kamere (slike).
Lega kamer je v primeru 3D merilnega sistema neodvisna od absolutne lege v prostoru,
pomembna je le relativna lega med kamerami. Premik kamer ob ohranjanju njihove
relativne lege prispeva le izmerjene toge premike in rotacije opazovanega telesa. Tako
lahko celoten merilni sistem nastavimo in umerimo na eni lokaciji, nato pa celotnega
prenesemo na lokacijo, kjer izvedemo meritev.
Na trgu obstajajo tudi taki merilni sistemi DIC, ki so nastavljeni in umerjeni s strani
proizvajalca. Pri teh tako ni treba izvajati umerjanja s strani uporabnika. To pa
predstavlja tudi slabost, saj so nastavitve fiksne in jih uporabnik ne more spreminjati
ter tako prilagoditi lastnim potrebam.
2.2.2.4. Digitalna korelacija slik
Ujemanje slik (ang. image matching) je odsek racˇunalniˇskega vida, ki je v mnogih
primerih kljucˇen za prakticˇno uporabo. Ogledali si bomo predvsem tiste metode uje-
manja slik, ki so uporabne v digitalni korelaciji slik. Tu imamo pogostokrat opravka z
zelo majhnimi deformacijami opazovanega objekta, ki jih moramo z veliko locˇljivostjo
izmeriti.
Problem zaslonke
V splosˇnem ni mogocˇe dolocˇiti lokacije ene same slikovne tocˇke na vecˇ slikah. Razlog je
v tem, da slikovna tocˇka vsebuje samo informacijo o vrednosti sivine (ang. gray value)
in po navadi je na vsaki sliki vecˇje sˇtevilo slikovnih tocˇk, ki imajo le-to enako. Tako




Ta problem imenujemo problem zaslonke (ang. aperture problem), saj si lahko omejitev
obmocˇja opazovanja predstavljamo z uporabo zaslonke. Opazujemo premik tocˇke, ki
lezˇi na daljici. V primeru opazovanja le dela daljice je lahko tocˇka kjer koli na prema-
knjeni daljici (prikazano na sliki 2.14a). V primeru opazovanja celotne daljice lahko
dolocˇimo tocˇno (enolicˇno) lokacijo tocˇke na premaknjeni daljici (slika 2.14b).
Obmocˇje opazovanja imenujemo tudi okno (ang. window, subset, facet).
(a) Opazovanje le dela daljice. (b) Opazovanje celotne daljice.
Slika 2.14: Problem zaslonke. [16]
Vzorec na opazovanem objektu
V praksi imamo v vecˇini primerov opravka z opazovanjem objektov, ki imajo zelo mo-
notono oziroma enakomerno povrsˇino (kovinski izdelki, plocˇevine ...). Prejˇsnje poglavje
pa pravi, da mora opazovano obmocˇje vsebovati dovolj informacij, da lahko enolicˇno
dolocˇimo lokacijo opazovane tocˇke in njene okolice. Tako je treba na opazovano povrsˇino
telesa nanesti vzorec, ki doda potrebne informacije za kakovostno ujemanje slik.
Izkazˇe se, da mora biti nanosˇeni vzorec izotropen in neperiodicˇen. Eden izmed tipov
vzorcev, ki izpolnjuje te zahteve in se dandanes najvecˇ uporablja, je nakljucˇni vzorec
(ang. speckle pattern). Primer le-tega je prikazan na sliki 2.15. Bolj podroben opis,
velikosti pik, kakovost in priporocˇila nakljucˇnega vzorca so v podpoglavju Velikost
nakljucˇnega vzorca na strani 19 in v literaturi [6, 17].
Treba je sˇe omeniti, da se mora naneseni vzorec sprijeti s povrsˇino in se deformirati sku-
paj z njo. Tako izmerimo tocˇne premike in deformacije telesa in omogocˇimo izvajanje
korelacije med obremenjevanjem.
Slika 2.15: Primer nakljucˇnega vzorca. [18]
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Metode ujemanja slik
Ljudje relativno enostavno vidimo gibanje telesa ob opazovanju vecˇ zaporednih slik. V
matematicˇnem pomenu pa je to tezˇko formulirati. Poznamo vecˇ razlicˇnih metod. Vse
metode temeljijo na (iterativnih) optimizacijskih algoritmih. Ciljna funkcija predsta-
vlja cenilko razlike okna v prvotni in premaknjeni sliki. Uporabljena cenilka razlike
okna je lahko kar sesˇtevek razlik sivin v oknu ali pa razlika aproksimacije porazdelitve
sivine v oknu z neko matematicˇno formulacijo (odvisna od metode). Uposˇteva tudi
mozˇnost spremembe osvetlitve.
Ena izmed zacˇetnih metod je za cenilko razlike okna uporabljala normirano kovarianco
- korelacijo sivin v oknih, od tu tudi izhaja ime ”digitalna korelacija slik”.
Za vecˇjo natancˇnost metod (ang. sub-pixel accuracy), uporabljajo metode take cenilke
razlike oken, kjer razlike med okni ne opazujemo le v slikovnih pikah, temvecˇ tudi v
obmocˇju med njimi. Tako omogocˇajo locˇljivost reda velikosti nekaj tisocˇink velikosti
slikovne pike (ang. pixel).
2.2.2.5. Uporaba tridimenzionalnega racˇunalniˇskega vida
Pri uporabi tridimenzionalnega racˇunalniˇskega vida je treba sˇe pred zacˇetkom meritev
razmisliti o potrebni prostorski postavitvi in nastavitvah kamer ter o zagotavljanju
prave osvetlitve. Pri tem moramo uposˇtevati, da mora opazovani objekt skozi celoten
cˇas meritve ostati v vidnem obmocˇju vseh kamer in hkrati biti izostren. Tako je treba
s kamerami skonstruirati ”izostreni volumen slikanja” (ang. focused imaging volume).
Vpliv nastavitev kamere je prikazan na sliki 2.16, kjer opazujemo tri razlicˇne konfi-
guracije. Prvi primer 1⃝ prikazuje osnovno konfiguracijo. Drugi primer 2⃝ prikazuje
izostreni volumen slikanja, primeren za merjenje velikih premikov iz ravnine slikanja.
Za zagotovitev potrebne vecˇje globinske ostrine zmanjˇsamo velikost zaslonke, doda-
tno pa sˇe povecˇamo goriˇscˇno razdaljo, s cˇimer zmanjˇsamo vidno polje. Tretji pri-
mer 3⃝ pa prikazuje ravno nasprotje drugemu primeru, in sicer odpremo zaslonko in
zmanjˇsamo goriˇscˇno razdaljo. Ta konfiguracija je primerna za meritve v primerih, ko
imamo opravka z velikimi premiki v ravnini slikanja in majhnimi premiki iz ravnine.
Predpostavimo, da je slika izostrena, ko stozˇec svetlobe tvori na senzorju tocˇko (ang.
circle of confusion) velikosti najvecˇ eno desetino velikosti slikovne tocˇke na senzorju.
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kjer je FOVv viˇsina, FOVh sˇirina izostrenega volumna inDN najmanjˇsa terDF najvecˇja
razdalja med kamero in objektom, ko je le-ta sˇe izostren. Pomen ostalih simbolov in
primer izracˇuna je predstavljen v preglednici 2.1.
Slika 2.16: Vplivi nastavitev kamer na izostreni volumen slikanja. [16]
2.2.2.6. Zagotovitev tocˇnih meritev z metodo digitalne korelacije slik
Za zagotovitev tocˇnih in kakovostnih meritev z metodo digitalne korelacije slik je treba
uposˇtevati veliko razlicˇnih vplivov. V tem poglavju je predstavljenih le nekaj kljucˇnih
vplivov, ki jih moramo vedno uposˇtevati pri meritvah s tridimenzionalnim merilnim
sistemom.
Izostreni volumen slikanja
Opazovani objekt (povrsˇina) mora biti skozi celoten cˇas meritve izostren. Tako mora
biti izpolnjena zahteva, da je objekt celotni cˇas meritve v izostrenem volumnu slika-
nja, ki je omenjen v poglavju 2.2.2.5. Primer izracˇuna velikosti le-tega je prikazan v
preglednici 2.1, kjer potrebujemo za izracˇun podatke o lokaciji kamere (oddaljenost
objekta od kamere), senzorju kamere (viˇsina, sˇirina senzorja in velikost slikovne tocˇke
na senzorju) ter nastavitvah objektiva (goriˇscˇna razdalja in velikost zaslonke).
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Preglednica 2.1: Primer izracˇuna izostrenega volumna slikanja.
goriˇscˇna razdalja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f¯ =35 · 10−3 m
viˇsina senzorja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v=5,44 · 10−3 m
sˇirina senzorja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . h=7,16 · 10−3 m
velikost zaslonke. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N =8
velikost slikovne tocˇke na senzorju . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Ds=4,4 · 10−6 m
oddaljenost objekta od kamere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . D=1 m
viˇsina vidnega polja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . FOVv =0,155 m
sˇirina vidnega polja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . FOVh=0,205 m
najmanjˇsa razdalja do objekta, da je ta sˇe izostren. . . . .DN =0,997 m
najvecˇja razdalja do objekta, da je ta sˇe izostren. . . . . . .DF =1,003 m
Necˇistocˇe na sliki
Na lecˇo in na senzor kamere lahko v praksi zaidejo razlicˇne necˇistocˇe (npr.: prasˇni delci,
kapljice vode ...). Te necˇistocˇe se vidijo na slikah kot mirujocˇi delcˇki, saj so, relativno
na kamero, vedno na istem mestu. Metode ujemanja slik pa le-te zaznajo in posledicˇno
”vidijo” kot da se opazovano telo v teh tocˇkah ne premika. To seveda prispeva lokalne
napake meritev.
Necˇistocˇe je seveda treba odstraniti. Pred tem moramo ugotoviti, ali sploh imamo
prisotne necˇistocˇe in ali so na senzorju kamere ali na lecˇi. V prvem koraku zameglimo
sliko (objekt postavimo izven izostrenega volumna slikanja), da dobimo enakomerno
sivo ozadje. Necˇistocˇe, cˇe so prisotne, bodo sˇe zmeraj vidne. V drugem koraku fiksiramo
kamero in zavrtimo le lecˇo (objektiv) za 90◦. Cˇe vidne necˇistocˇe ob vrtenju lecˇe mirujejo
na sliki, so necˇistocˇe prisotne v kameri (verjetno na samem senzorju). V nasprotnem
primeru, ko se vidne necˇistocˇe premikajo po sliki, pa so necˇistocˇe prisotne na lecˇi
(objektivu). Zadnji korak je fizicˇna odstranitev necˇistocˇ na senzorju ali lecˇi, kjer le-te
s pripomocˇki previdno odstranimo.
Senzor kamere lahko vsebuje tako imenovane mrtve slikovne tocˇke (ang. dead pixels),
to so slikovne tocˇke, ki so neodzivne na spremembo osvetljenosti (celoten cˇas vracˇajo
konstantno vrednost sivine). Ta pojav je vkljucˇen v to poglavje Necˇistocˇe na sliki, saj
povzrocˇi ekvivalentne lokalne napake meritve. Vpliv mrtvih slikovnih tocˇk se lahko
iznicˇi tako, da ugotovimo, katere slikovne tocˇke so mrtve [16, str. 231–232] in le-te
izlocˇimo iz metod ujemanja slik.
Premajhna in prevelika intenziteta svetlobe
Slikovne tocˇke v senzorju kamere merijo vrednost sivine oziroma intenziteto svetlobe, ki
pada nanje. Slikovne tocˇke so zmozˇne merjenja intenzitete svetlobe v nekem merilnem
obmocˇju. To je dolocˇeno kot obmocˇje od najmanjˇse do najvecˇje intenzitete svetlobe,
ki jo sˇe lahko locˇijo od ostalih.
Pri meritvah se lahko z nepravilno postavitvijo in nastavitvah merilnega sistema zgodi,
da na senzor kamere vpada prevecˇ ali premalo svetlobe, katere intenziteta je izven
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merilnega obmocˇja slikovnih pik. V takem obmocˇju nastanejo na sliki deli popolne
beline (prevelika intenziteta svetlobe) ali cˇrnine (premajhna intenziteta svetlobe). Ta
obmocˇja vsebujejo premalo potrebnih informacij za kakovostno ujemanje slik (omenjeno
v poglavju 2.2.2.4).
Lokalne napake ujemanja slik zaradi opisanega pojava lahko odstranimo na dva nacˇina.
Prvi nacˇin je ta, da s pravilno konfiguracijo sistema zagotovimo intenziteto svetlobe, ki
bo po celotni povrsˇini senzorja v merilnem obmocˇju. Drugi nacˇin je pa ta, da obmocˇja
popolne beline in cˇrnine izlocˇimo iz metod ujemanja slik.
Prevelika intenziteta svetlobe na senzorju je lahko tudi posledica odboja svetlobe s
povrsˇine opazovanega objekta. Primer le-tega je prikazan na sliki 2.17, kjer je z rdecˇo
elipso obrobljen del s preveliko intenziteto svetlobe. V takem primeru lahko poskusimo
zmanjˇsati odsev z drugacˇno postavitvijo osvetljenosti, z uporabo ne-odsevnih (”mat”)
barv za izdelavo nakljucˇnega vzorca in ne-odsevnimi prevlekami.
Slika 2.17: Odboj svetlobe na opazovanem telesu. [19]
Velikost nakljucˇnega vzorca
Velikost nanesenega nakljucˇnega vzorca na opazovani objekt je kljucˇnega pomena pri
meritvah z uporabo metode digitalne korelacije slik. Primeri razlicˇnih velikosti na-
kljucˇnega vzorca so prikazani na sliki 2.18. Kot zˇe omenjeno v poglavju 2.2.2.4, mora
vzorec vsebovati dovolj posameznih cˇrnih pik za kakovostno ujemanje slik. Uposˇtevajocˇ
le-to lahko sklenemo, da bi morale biti cˇrne pike vzorca cˇim manjˇse. Tu pa naletimo
na oviro pod-vzorcˇenja (ang. aliasing), ki se zgodi v primeru, ko so posamezne pike
manjˇse od locˇljivosti kamere. Ta pojav pa bi zelo povecˇal merilno negotovost izmerje-
nih rezultatov. Dodatno se sˇe izkazˇe, da moramo za zagotovitev velike locˇljivosti (ang.
sub-pixel accuracy) dobro vzorcˇiti nakljucˇni vzorec, kar pomeni, da moramo posamezne
pike nakljucˇnega vzorca izmeriti z vecˇ slikovnimi tocˇkami.
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(a) Majhen. (b) Srednje velik. (c) Velik.
Slika 2.18: Primeri razlicˇnih velikosti nakljucˇnega vzorca. [6]
Razvile so se nekatere zapletene cenilke idealne velikosti vzorca, ki so pravzaprav pov-
zete v naslednjih dveh ”inzˇenirskih” pravilih.
1. Tocˇke oziroma posamezne prepoznavne znacˇilnosti nakljucˇnega vzorca naj bodo
vzorcˇene z matriko slikovnih tocˇk velikosti vsaj 3× 3.
2. Vsako okno (ang. subset, facet) naj vsebuje vsaj 3× 3 tocˇke nakljucˇnega vzorca.
Izdelava nakljucˇnega vzorca
Nakljucˇni vzorec lahko izdelamo na vecˇ razlicˇnih nacˇinov [16, preglednici 10.2 in 10.3].
Najpogosteje se izdela z naslednjim postopkom:
1. Pobarvamo opazovani objekt s tankim slojem svetle (bele) barve.
2. Nanesemo nakljucˇni vzorec z meglico temne (cˇrne) barve.
3. Nanasˇamo meglico temne barve, dokler ne dosezˇemo zˇelene gostote nakljucˇnega
vzorca.
Izkazˇe se, da nam v praksi pogosto nastopi delaminacija barve, predvsem v obmocˇjih
velikih deformacij. To nezazˇelenost lahko (delno) odpravimo z:
– uporabo barve z vecˇjo adhezivnostjo in elasticˇnostjo;
– izdelavo rahlo hrapave povrsˇine opazovanega objekta;
– cˇiˇscˇenjem povrsˇine, da odstranimo olja, necˇistocˇe ipd.;
– nanosom barve tik pred meritvijo, da le-ta ohrani vecˇjo voljnost.
Cˇas osvetlitve
Cˇas osvetlitve predstavlja, kako dolgo je odprta zaslonka senzorja v kameri za zajem
ene slike. Daljˇsi, kot je ta cˇas, vecˇ svetlobe zajamemo in zajeta slika je svetlejˇsa. Velja
tudi nasprotno: krajˇsi, kot je cˇas, manj svetlobe zajamemo in zajeta slika je temnejˇsa.
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Problem se pojavi pri zajemanju slik premikajocˇih se opazovanih objektov, saj se le-ta
premika, ko zajemamo sliko. Rezultat tega je zamegljena slika. Zamegljenost od-
pravimo s krajˇsim cˇasom osvetlitve in mocˇnejˇso (zunanjo) osvetlitvijo opazovanega
objekta.
Postavitev kamer
Pri tridimenzionalnem merilnem sistemu ima velik vpliv sama postavitev kamer. Naj-
vecˇji vpliv ima kot med opticˇnima osema kamer θ, ki je prikazan na sliki 2.19. Vecˇji, kot
je, vecˇjo imamo locˇljivost in tocˇnost v smeri pravokotno na opazovani objekt. Zmanjˇsa
pa se nam locˇljivost in natancˇnost v ravnini opazovanega objekta. Manjˇsi kot med
opticˇnima osema pa ima ravno nasproten vpliv.
Najbolj pogosto zˇelimo izmeriti tocˇne deformacije (premike) v ravnini opazovanega
objekta. V takih primerih se priporocˇa uporabiti kot med opticˇnima osema θ v obmocˇju
od 10◦ do 30◦. Tako zagotovimo veliko natancˇnost v opazovani ravnini in zadovoljivo
locˇljivost v pravokotni smeri.
Obstajajo pa tudi primeri, ko nas zanima tocˇnost premikov predvsem v pravokotni
smeri glede na opazovani objekt. Takrat lahko uporabimo kot med opticˇnima osema
kamer θ = 60◦ in celo vecˇ.
θ
Slika 2.19: Kot med opticˇnima osema kamer.
Priporocˇljivo je tudi, da sta opticˇni osi postavljeni simetricˇno glede na normalo opa-
zovanega objekta. Ostala dva kota kamer (posˇevnost in nagib) pa naj bosta cˇim bolj
enaka. Tako zagotovimo cˇim bolj podobno perspektivo obema kamerama in tudi sime-
tricˇen in bolj enakomeren izostreni volumen slikanja.
Ob koncˇanju nastavitev merilnega sistema in umerjanju je treba zagotoviti, da se v
sistemu nicˇ vecˇ ne spreminja:
– goriˇscˇne razdalje,
– zaslonke,
– relativne lege kamer.
V nasprotnem primeru se mozˇne napake rezultatov zelo mocˇno povecˇajo.
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Umerjanje merilnega sistema
Poznamo vecˇ razlicˇnih metod umerjanja sistema. Vse metode slikajo objekt, upora-
bljen za umerjanje v vecˇ pogledih in na podlagi znanih relativnih lokacij znacˇilnosti
(npr. presecˇiˇscˇa sˇahovnice) na njem izracˇunajo parametre transformacije med slikami
in realnim prostorom. Te se med seboj razlikujejo po tipu uporabljenih objektov (plosˇcˇ)
za umerjanje in po premikanju kamer in/ali kalibracijskih plosˇcˇ. Najbolj pogosto se
uporablja metoda umerjanja z uporabo kalibracijske plosˇcˇe s ”sˇahovnico” (slika 2.20)
in z njenim poljubnim premikanjem. Ta metoda se je izkazala tudi za najbolj robu-
stno in tocˇno [16]. Omenjeno poljubno premikanje ni popolnoma poljubno, saj mora
kalibracijska plosˇcˇa biti v izostrenem volumnu slikanja.
Dodatno moramo, za kakovostno umerjanje, uposˇtevati naslednje napotke:
– med umerjanjem je treba kalibracijsko plosˇcˇo nagibati v smereh proti kameri, da za-
gotovimo dobro locˇljivost v smeri proti kameram (pravokotno na opazovano povrsˇino);
– zajeti je treba tudi slike plosˇcˇe, ko je le-ta vzporedna z opazovano povrsˇino (zagota-
vljanje velike locˇljivosti v ravnini opazovane povrsˇine);
– plosˇcˇa mora med umerjanjem vsaj enkrat zajeti vsako lokacijo na sliki, kjer pricˇaku-
jemo, da bo opazovani objekt med meritvijo.




V tem poglavju so predstavljene teoreticˇne osnove, uporabljene v sklopu numericˇnega
eksperimenta. Obravnavane tematike so na sliki 2.21 oznacˇene z rumeno barvo. Obse-
gajo celotno tematiko mehanskega robnega problema in pa metodo koncˇnih elementov,
ki je uporabljena za numericˇno resˇevanje.
Slika 2.21: Teoreticˇni deli numericˇnega eksperimenta.
2.3.1. Mehanski robni problem
Popis mehanskih lastnosti izdelkov, npr. togost, nosilnost itd. predstavlja v mate-
maticˇnem smislu tako imenovani robni problem. To so problemi, kjer se obnasˇanje
popiˇse z diferencialno enacˇbo ali pa s sistemom diferencialnih enacˇb. Resˇitev mora,
poleg teh, izpolnjevati tudi dodatne pogoje, ki niso vsi predpisani v isti tocˇki. [20]
Pri obravnavanju robnih problemov na podrocˇju mehanike so omenjeni dodatni po-
goji pravzaprav obremenitve v razlicˇnih tocˇkah telesa. Pod obremenitve sˇtejemo tako
kineticˇne (sile, tlaki ipd.) kot tudi kinematicˇne (nihajne, konzolne podpore, omejitve
gibanja itd.).
Kot jedro robnega problema privzemamo vodilne enacˇbe mehanike trdnih teles: [21]
– ravnotezˇje sil
σij,j + fi = 0, (2.10)




(ui,j + uj,i) , (2.11)
– konstitutivne relacije (zveze med deformacijami in napetostmi)
σij (εij) . (2.12)
V naslednjih poglavjih so podrobno predstavljene konstitutivne relacije oziroma kon-
stitutivni modeli in pa metoda za resˇevanje predstavljenega sistema enacˇb.
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2.3.2. Konstitutivni model
Konstitutivni model, definiran na nivoju materialne tocˇke, popisuje zveze med spre-
menljivkami stanja. To so velicˇine, ki popiˇsejo stanje opazovane materialne tocˇke. V
nasˇem primeru bomo opazovali predvsem napetosti in deformacije.
Konstitutivni modeli popiˇsejo zvezo med spremenljivkami stanja z njihovo formulacijo,
kjer so uposˇtevani razlicˇni fizikalni modeli in predpostavke, kot tudi z materialnimi
parametri. Ti predstavljajo proste parametre konstitutivnega modela, kar omogocˇa
popis razlicˇnih materialov, ki pa so karakteristicˇno enaki, z istim modelom.
V tem magistrskem delu se bomo omejili na konstitutivne modele, ki popisujejo ela-
sticˇno in elasto–plasticˇno obnasˇanje materiala po teoriji malih deformacij. Ta predpo-








Elasto-plasticˇni konstitutivni modeli lahko popiˇsejo tako elasticˇni (povracˇljivi) in pla-
sticˇni (nepovracˇljivi) del deformacij. Pravzaprav si lahko predstavljamo, da so sesta-
vljeni iz dveh konstitutivnih modelov, enega, ki skrbi za popis elasticˇnega odziva in
drugega, ki popisuje plasticˇni del odziva.
V naslednjih podpoglavjih so predstavljeni vsi konstitutivni modeli, uporabljeni v tem
magistrskem delu.
2.3.2.1. Elasticˇnost
Elasticˇen del odziva popiˇsemo s Hookovim konstitutivnim zakonom, ki predpostavlja




kjer je σij napetostni, Cijkl elasticˇni tenzor in ε
e
kl tenzor elasticˇnih deformacij.
Elasticˇni tenzor v splosˇnem vsebuje 81 komponent. Ob uposˇtevanju fizikalnih princi-
pov: simetrija napetostnega in deformacijskega tenzorja ter termodinamicˇne omejitve,
da je vsota mehanskega dela pri obremenjevanju elasticˇnega telesa po zakljucˇeni poti




Nekateri materiali (npr. les) izkazuje ortotropne elasticˇne materialne lastnosti, kar
fizikalno pomeni, da normalne deformacije ne povzrocˇajo strizˇnih napetosti in obratno,
ter da strizˇne deformacije povzrocˇijo strizˇne napetosti le v tisti ravnini, kjer delujejo.
Ob uposˇtevanju ortotropije ima elasticˇni tenzor le sˇe devet razlicˇnih cˇlenov, ki jih
lahko popiˇsemo z inzˇenirskimi konstantami [23]. Vpliv teh na zvezo med napetostmi











1/E1 −ν21/E2 −ν31/E3 0 0 0
−ν12/E1 1/E2 −ν32/E3 0 0 0
−ν13/E1 −ν23/E2 1/E3 0 0 0
0 0 0 1/G12 0 0
0 0 0 0 1/G13 0











kjer inzˇenirske konstante E predstavljajo elasticˇne1, G strizˇne module in ν Poissonove
koeficiente2, spodnji indeksi pa predstavljajo usmerjenost v koordinatnem sistemu or-
totropije. Tu lahko sˇe omenimo, da v splosˇnem νij ni enak νji, sta pa zaradi potrebnega
simetricˇnega odziva materiala povezana z enacˇbo νij/Ei = νji/Ej.
Izotropna elasticˇnost
Nekateri materiali (npr. kovine) pa izkazujejo izotropne elasticˇne materialne lastnosti,
kar fizikalno pomeni, da se material odziva na obremenitve v vseh smereh enako.
Ob uposˇtevanju izotropije ima elasticˇni tenzor le sˇe dva razlicˇna cˇlena, ki ju lahko
popiˇsemo z dvema neodvisnima inzˇenirskima konstantama. V nasˇem primeru smo iz-
brali elasticˇni modul E in pa Poissonov koeficient ν, ki podajata zvezo med napetostmi











1/E −ν/E −ν/E 0 0 0
−ν/E 1/E −ν/E 0 0 0
−ν/E −ν/E 1/E 0 0 0
0 0 0 1/G 0 0
0 0 0 0 1/G 0











1Elasticˇni modul pogosto imenujemo tudi Youngov modul elasticˇnosti.
2Poissonov koeficient predstavlja absolutno razmerje med precˇno ter vzdolzˇno deformacijo pre-
izkusˇanca pri enoosnem preizkusu.
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2.3.2.2. Elastoplasticˇnost
Materiali se vse do meje plasticˇnega tecˇenja obnasˇajo popolnoma povracˇljivo, torej se
material po razbremenitvi vrne v prvotno stanje. Cˇe obremenitve povecˇujemo preko
meje tecˇenja, pa se material plastificira, torej se po razbremenitvi ne vrne v prvotno
stanje. Elastoplasticˇnost popiˇsemo s sedmim enacˇbami elastoplasticˇnosti: [22]
1. kriterij tecˇenja nam predstavlja pogoj
Φ (σij, σy) = 0, (2.17)
ko je ta izpolnjen, material tecˇe oziroma se plasticˇno deformira,










4. zakon tecˇenja nam pove, kaksˇen je razvoj plasticˇnih deformacij; skalarno vre-












ki sledi iz hipoteze: kolicˇina utrjevanja je odvisna samo od skupnega plasticˇnega
dela, ne pa tudi od poti obremenjevanja [22],
6. krivulja utrjevanja popiˇse mejo plasticˇnega tecˇenja materiala v referencˇni sme-






7. evolucijske enacˇbe popisujejo razvoj dodatnih spremenljivk stanja konstitutiv-
nega modela.




Eden izmed najbolj pogosto uporabljenih anizotropnih kriterijev tecˇenja za popis je-
klene valjane plocˇevine je tako imenovani Hill48. Ta zapiˇse kriterij tecˇenja (enacˇba
(2.17)) v obliki implicitne funkcije [23]
Φ(σij, σy) =F (σ22 − σ33)2 +G(σ33 − σ11)2 +H(σ11 − σ22)2+





kjer so {F,G,H,N, L,M} parametri anizotropije, σij napetostno stanje v koordina-
tnem sistemu ortotropije4 in σ¯y izbrana referencˇna meja tecˇenja. V primeru plocˇevine,
ki ni obremenjena po debelini5, lahko izrazimo parametre anizotropije z le sˇtirimi ani-



















V primeru jeklene valjane plocˇevine obicˇajno izberemo vrednost R11 = 1. To, glede
na enacˇbe (2.24), pomeni, da referencˇno mejo tecˇenja materiala izberemo v smeri 1
glede na materialni koordinatni sistem, prikazan na sliki 2.22 oziroma v smeri valja-
nja plocˇevine. Tako celotno anizotropijo plocˇevine popiˇsemo z le tremi anizotropnimi
napetostnimi razmerji {R22, R33, R12}.
Slika 2.22: Materialni koordinatni sistem.
2.3.3. Materialni parametri
Materialni parametri so, kot zˇe omenjeno v poglavju 2.3.2, vsi prosti parametri kon-
stitutivnega modela. Parametri omogocˇajo, da uporabimo isti konstitutivni model za
popis razlicˇnih materialov, ki pa izkazujejo karakteristicˇno enake lastnosti. Oglejmo
si kombinaciji konstitutivnih modelov, ki jih uporabimo v nadaljevanju magistrskega
dela.
4Koordinatni sistem ortotropije imenujemo tudi materialni koordinatni sistem.
5Plocˇevina, ki ni obremenjena po debelini, izkazuje ravninsko napetostno stanje.
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Izotropna elasticˇnost in ortotropna plasticˇnost
V primeru valjane jeklene plocˇevine lahko popiˇsemo elasticˇni odziv s Hookovim za-
konom za elasticˇno izotropne materiale, plasticˇni odziv pa s konstitutivnim modelom
Hill48 za ortotropno plasticˇne materiale. V tem primeru imamo opravka s sˇestimi ma-
terialnimi parametri, kjer sta potrebni dve konstanti za elasticˇni del (Hookov model za
izotropne materiale)
{E, ν} ,
tri za parametre anizotropije (konstitutivni model Hill48)
{R22, R33, R12}
in pa sˇe ena funkcija σ¯y(εeq), ki predstavlja referencˇno mejo tecˇenja
6 v odvisnosti od
velikosti ekvivalentne plasticˇne deformacije.
Ortotropna elasticˇnost
Elasticˇni odziv nekaterih materialov (npr. les) lahko popiˇsemo s Hookovim zakonom
za ortotropno elasticˇnost. V tem primeru imamo opravka z devetimi materialnimi
parametri
{E11, E22, E33, G12, G23, G13, ν12, ν23, ν13} .
V praksi lahko pogosto probleme popiˇsemo z le nekaterimi zgoraj nasˇtetimi parametri,
saj imamo pogosto opravka s poenostavljenimi napetostno–deformacijskimi stanji, kjer
ostali parametri ne prispevajo k odzivu.
2.3.4. Metoda koncˇnih elementov
Enacˇbe mehanskega robnega problema tvorijo sistem diferencialno–algebrajskih enacˇb,
ki ni enostavno resˇljiv. Ena izmed pogosto uporabljenih metod za resˇevanje taksˇnih
problemov je metoda koncˇnih elementov. Ta pretvori diferencialne enacˇbe v variacijsko
obliko in diskretizira obravnavano obmocˇje. [20]
Pojem ”obmocˇje” zajema razlicˇne tipe problemov, prikazanih na sliki 2.23. To so
najbolj splosˇni tridimenzionalni volumski elementi, dvodimenzionalni elementi lupin,
plosˇcˇ in sten ter enodimenzionalni elementi nosilcev in palic.
6Za referencˇno mejo tecˇenja smo izbrali mejo tecˇenja v smeri 0◦ glede na materialni koordinatni
sistem oziroma v smeri valjanja plocˇevine.
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(a) Volumski. (b) Lupinski. (c) Membranski. (d) Nosilec.
(e) Palica. (f) Togi. (g) Mehanizmi. (h) Neskoncˇni.
Slika 2.23: Razlicˇni tipi koncˇnih elementov. [24]
Poleg razlicˇnih tipov problemov se koncˇni elementi med seboj razlikujejo tudi po sˇtevilu
vozliˇscˇ, vecˇ o le-teh v nadaljevanju, kar je prikazano na sliki 2.24.
(a) Osem vozliˇscˇni heksaeder.
(b) Dvajset vozliˇscˇni
heksaeder.
(c) Deset vozliˇscˇni tetraeder.
Slika 2.24: Razlicˇni volumski koncˇni elementi. [24]
Obravnavano obmocˇje torej razdelimo na podobmocˇja (koncˇne elemente), katerih geo-
metrija je definirana s tocˇkami, ki jih imenujemo vozliˇscˇa. Ta sluzˇijo kot meje koncˇnega
elementa in v matematicˇnem smislu predstavljajo rob obmocˇja podproblema. Metoda
koncˇnih elementov narekuje, da lahko obremenitve (sile, podpore itd.) delujejo le v
vozliˇscˇih. Tako tudi resˇitev sistema diferencialnih enacˇb vrne rezultate za pomike in
sile le v vozliˇscˇih.
Princip izracˇuna z uporabo metode koncˇnih elementov je konceptualno drugacˇen kot
pri enostavnih metodah. Shematsko je prikazan z diagramom poteka na sliki 2.25.
Enacˇbe mehanskega robnega problema se tu ob uposˇtevanju robnih pogojev prevedejo
na aproksimativno resˇevanje ravnotezˇnih pogojev vozliˇscˇnih sil, pri cˇemer kot primarne
spremenljivke v enacˇbah nastopajo vozliˇscˇni pomiki. Vozliˇscˇni pomiki preko oblikov-
nih funkcij dolocˇajo aproksimacijo pomika po polju in s tem posredno preko zvez med
pomiki in deformacijami vplivajo na deformacijsko stanje. Nadalje z uporabo konstitu-
tivnih zvez dolocˇimo napetostno stanje v elementu, le-to pa dolocˇa notranje vozliˇscˇne
sile, ki morajo biti, kot zˇe omenjeno, v ravnotezˇju z zunanjimi vozliˇscˇnimi silami. Za
namen jasnosti se v nadaljevanju omejimo na ustrezno podprt robni problem, ki je
obremenjen samo z zunanjimi obremenitvami.
V nadaljevanju opisani pristop razsˇirimo na obravnavo nelinearnega robnega problema
tako, da vpeljemo sˇe inkrementalno resˇevanje, ki je opisano v nadaljevanju in pred-
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stavlja zunanjo zanko na diagramu poteka. V prvem koraku predpostavljamo neo-
bremenjeno zacˇetno stanje tako, da so ravnotezˇni pogoji na zacˇetku izpolnjeni in da
konstitutivne enacˇbe drzˇijo. Prav tako predpostavljamo, da veljajo robni pogoji, ki se
med inkrementalnim obremenjevanjem ne spreminjajo. V drugem koraku na zacˇetno
stanje predpiˇsemo inkrement (delezˇ) zunanje obremenitve, pri cˇemer je v naslednjem
















sil. V nadaljevanju je potrebno dolocˇiti globalni vektor notranjih sil s pripadajocˇimi
pomiki Un+1 tako, da so konstitutivne enacˇbe izpolnjene. Za ta namen uporabimo
globalni iterativni algoritem resˇevanja, ki temelji na Newton-Raphsonovem algoritmu
in predstavlja drugo zanko na diagramu poteka. Vsaka iteracija Newton-Raphsonove






















kjer ∆Un+1 predstavlja neznanko, ki jo pridobimo z razresˇitvijo sistema. Nov priblizˇek




n+1 + ∆Un+1. Ko
je nov priblizˇek U
(n+1)




in togostno matriko K
(i+1)
n+1 v skladu s predpostavljenim materialnim odzi-





n+1 procedura ponovljena, dokler ni
dosezˇena primerna toleranca globalnega ravnotezˇja.






n+1 , ki sta odvisna od resˇitve konstitutivnega modela. Resˇevanje konsti-
tutivnega modela poteka preko integracijskega algoritma, ki se izvaja lokalno v vsaki
integracijski tocˇki koncˇnega elementa in predstavlja tretjo zanko na diagramu poteka.
V ta namen se najprej s polja novo ocenjenih pomikov koncˇnega elementa v vsaki in-
tegracijski tocˇki dolocˇi inkrement tenzorja deformacij ∆ε
(i+1)
ij . Nato sledi integracija
konstitutivnih enacˇb, iz cˇesar sledi napetostno stanje σij
⏐⏐(i+1)
n+1
, ki je nadalje uporabljeno
za izracˇun globalnega vektorja notranjih sil F int
⏐⏐(i+1)
n+1
. Pomemben del numericˇne inte-
gracije je tudi izracˇun konsistentnega tangentnega operatorja
∂σij |n+1
∂εkl|n+1
⏐⏐⏐(i+1), ki je vsebo-
van v globalni togostni matriki K
(i+1)
n+1 . Z namenom ohranitve kvadraticˇne konvergence
Newton-Raphsonovega algoritma za iskanje nicˇle mora biti tangentni operator dolocˇen
skladno z numericˇno shemo, uporabljeno za integracijo konstitutivnih enacˇb.
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Slika 2.25: Diagram poteka izracˇuna z metodo koncˇnih elementov.
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Materialne parametre, katerih iskanje je cilj celotnega magistrskega dela, pri MKE
srecˇamo sˇele znotraj zadnje, najbolj ugnezdene zanke na diagramu poteka. Vidimo, da
so materialni parametri ”najgloblje” v izracˇunu. To ponovno potrjuje izjavo, zapisano
zˇe v poglavju 1.2, da ekspliciten izracˇun materialnih parametrov ni mozˇen, saj bi
morali poznati ne le inverzno funkcijo konstitutivnega modela, ampak tudi vse inverzne
funkcije ostalih dveh zank (Newton–Raphsonova metoda, inkrementalni pristop), ki
obstajajo samo za najenostavnejˇse primere.
2.4. Inverzna identifikacija
Namen tega poglavja je predstavitev teoreticˇnih osnov inverzne identifikacije, ki so
na sliki 2.26 oznacˇene z rumeno barvo. Podrobno bodo predstavljene optimizacijske
metode, saj so te glavno orodje za pridobitev novih (boljˇsih) materialnih parametrov.
Dejanja, obrobljena z rumeno barvo, pa bodo predstavljena le na splosˇno, saj se od
primera do primera nekoliko razlikujejo.
Slika 2.26: Teoreticˇni deli inverzne identifikacije.
Delovanje metode inverzne identifikacije materialnih parametrov je prikazano z diagra-
mom poteka na sliki 2.27. Metoda uporabi izmerjeni odziv kot cilj, ki ga mora dosecˇi
numericˇni eksperiment oziroma izracˇunani odziv. To storimo tako, da iterativno prila-




Slika 2.27: Diagram poteka inverzne identifikacije materialnih parametrov.
2.4.1. Optimizacijske metode
Metoda inverzne identifikacije iterativno popravlja materialne parametre in ponovno
izvede numericˇni eksperiment. Izracˇun tega je tako racˇunsko kot cˇasovno potraten,
zato zˇelimo, da se ta cˇim manjkrat ponavlja. V ta namen uporabljamo pri inverzni
identifikaciji materialnih parametrov gradiente optimizacijske metode, ki v primerjavi
z ostalimi (genetski algoritmi, nevronske mrezˇe,. . . ) potrebujejo najmanjˇse sˇtevilo
iteracij oziroma izracˇunov odziva. Optimizacijske metode v postopku inverzne identi-
fikacije vrnejo v vsaki iteraciji popravek oziroma nove materialne parametre, ki preko
konstitutivnega modela bolje popiˇsejo lastnosti realnega materiala.
Za potrebe formulacije enacˇb oznacˇimo izmerjeni odziv z g, ki je funkcija neodvisne
spremenljivke x, g = g(x). Izracˇunanega pa oznacˇimo z f , ki je funkcija materialnih
parametrov p in neodvisne spremenljivke x, f = f(p, x). [23, 26]
Neodvisna spremenljivka x predstavlja popis opazovane tocˇke odziva, ki je vkljucˇena v
celotno opazovano obmocˇje odziva Ω. Napisano si oglejmo na primeru merjenja polja
deformacij z metodo digitalne korelacije slik, kjer nam odziv predstavljajo deforma-
cije tocˇk na povrsˇini preizkusˇanca v cˇasu eksperimenta. Opazujemo torej deformacije
izbrane tocˇke na sliki, kar nam predstavlja prostorsko obmocˇje odziva. Preko celo-
tnega preizkusa pa zajamemo vecˇ fotografij, izbira opazovane slike pa nam predstavlja
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cˇasovno obmocˇje odziva. Celotno opazovano obmocˇje Ω je tako vecˇrazsezˇno, saj lahko
naenkrat opazujemo le deformacije ene tocˇke na eni izbrani sliki. Ena izmed vrednosti
neodvisne spremenljivke x bi tako bila ”vzdolzˇna deformacija tocˇke na sredini prve
slike”. Celotno opazovano obmocˇje odziva Ω pa bi bilo ”deformacije vseh tocˇk na vseh
slikah”.
Materialne parametre
p = (p1, p2, p3, . . . , pn)
⊤ (2.29)
je treba dolocˇiti na nacˇin, da je odstopanje med izmerjenim in izracˇunanim odzivom
minimalno oziroma v obmocˇju ”tolerance”. V nadaljevanju omenjene optimizacijske





(f(p, x)− g(x))2 dx ; p ∈ Rn, (2.30)
kjer Ω predstavlja opazovano obmocˇje odziva (tako cˇasovno kot tudi prostorsko).
Iskanje optimalnih materialnih parametrov poteka iterativno, kjer v vsaki iteraciji
iˇscˇemo popravke zacˇetnih priblizˇkov p0 oziroma parametrov prejˇsnje iteracije pk. V
vsaki iteraciji pridobimo posodobljene materialne parametre
pk+1 = pk + dk, (2.31)
kjer nam dk predstavlja celotni popravek, to sta in smer in velikost popravka.
Popravke lahko dolocˇimo s klasicˇnimi optimizacijskimi metodami (gradientna, Newto-
nova, Gauss-Newtonova, Levenberg-Marquardt ...). Le-te pa lahko, za hitrejˇso kon-
vergenco, zdruzˇujemo s tehniko linijskega iskanja minimuma, kjer dolocˇimo sˇe faktor
velikosti popravka αk. Na ta nacˇin sˇe dodatno zmanjˇsamo sˇtevilo potrebnih izracˇunov
numericˇnega eksperimenta in tako pohitrimo inverzno identifikacijo. V tem primeru
izvedemo popravek parametrov na nacˇin
pk+1 = pk + αkdk, (2.32)
kjer nam sedaj dk predstavlja le smer popravka, αk pa velikost.
2.4.1.1. Dolocˇitev smeri iskanja minimuma
V tem poglavju so predstavljene najbolj pogosto uporabljene klasicˇne metode optimi-
zacije, s katerimi dolocˇimo smer iskanja minimuma oziroma smer popravka materialnih
parametrov dk.
Gradientna metoda
Gradienta metoda temelji na linearni aproksimaciji cenilne funkcije (razvijemo s Tay-
lorjevo vrsto in uposˇtevamo le prva dva cˇlena):
S(pk + dk) ≈ S(pk) +∇S(pk)dk, (2.33)
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ki jo zˇelimo minimizirati. Razlika S(pk+dk)−S(pk) je najvecˇja, cˇe je skalarni produkt
vektorjev ∇S(pk) in dk najvecˇji. To pa je, cˇe sta oba vektorja v isti smeri. Torej mora
biti ∇S(pk) ∝ dk. Sledi, da je smer popravka parametrov enaka
dk = −∇S(pk). (2.34)
Pomen enacˇbe (2.34) si lahko predstavljamo graficˇno na primeru cenilne funkcije dveh
argumentov, ki jo ponazorimo s povrsˇino v tridimenzionalnem grafu. Za izbrano tocˇko
na krivulji omenjena enacˇba dodeli smer popravka tako, da ta sovpada s smerjo najhi-
trejˇsega spusta.
Gradientna metoda ima v splosˇnem pocˇasno konvergenco, je pa izracˇun smeri popravka
v vsaki iteraciji hiter, saj je potreben le gradient cenilne funkcije v izbrani tocˇki.
Newtonova metoda
Newtonova metoda temelji na dolocˇanju parametrov, pri katerih je gradient cenilne
funkcije nicˇeln, saj je to pogoj za ekstrem funkcije S. Dodatni pogoj za minimum je
sˇe pozitivno definitna Hessejeva matrika ∇2S(pk). Gradient cenilne funkcije linearno
aproksimiramo in enacˇimo z nicˇ:
∇S(pk + dk) ≈ ∇S(pk) +∇2S(pk)dk = 0. (2.35)
Zgornja enacˇba predstavlja linearno matricˇno enacˇbo, s katero izracˇunamo smer po-
pravka parametrov dk.
Newtonova metoda pravzaprav predstavlja kvadraticˇno aproksimacijo cenilne funkcije.
Tako bi v primeru kvadraticˇne cenilne funkcije oziroma linearnega poteka njenega gra-
dienta izracˇunali optimalne parametre kar v eni iteraciji.
Oglejmo si sˇe enacˇbe v primeru diskretnih tocˇk opazovanega stanja oziroma pojava, saj
imamo tako pri izracˇunu kot tudi pri meritvi prisotne rezultate le v diskretnih tocˇkah
prostora in cˇasa. V tem primeru f in g nista zvezni funkciji spremenljivk stanja x,






(fi(p)− gi)2 , (2.36)
kjer m predstavlja sˇtevilo diskretnih tocˇk, gi in fi(p) pa vrednosti stanja oziroma pro-
cesa v naravi in modelu pri i-ti opazovani tocˇki odziva. Definirajmo vektor odstopkov















· · · ∂fm(p)
∂pn
⎞⎟⎠ . (2.37)




F (p)⊤F (p), (2.38)
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njen gradient pa zapiˇsemo kot
∇S(p) = ∇F (p)F (p). (2.39)
Newtonova metoda uporablja tudi Hessejevo matriko ciljne funkcije, ki jo lahko zapi-
sˇemo kot





















· · · ∂fm(p)
∂p2n
⎞⎟⎟⎠ . (2.42)
Sedaj lahko enacˇbo (2.35) zapiˇsemo v obliki, primerni za uporabo z diskretnimi tocˇkami
(∇F (pk)∇F (pk)⊤)dk +B(pk)dk +∇F (pk)F (pk) = 0. (2.43)
Newtonova metoda zagotavlja hitro konvergenco, saj uposˇteva tako linearne kot tudi
kvadraticˇne (ukrivljenost) informacije cenilne funkcije. Je pa cˇasovno potratna, k
cˇemur prispeva predvsem zamuden izracˇun drugih odvodov, vsebovanih v cˇlenu B(p).
Gauss-Newtonova metoda
Gauss-Newtonova metoda izhaja iz Newtonove metode, kjer z namenom pohitritve
izracˇuna zanemarimo cˇlen z drugimi odvodi cenilne funkcije B(p). Enacˇbo (2.43) tako
zapiˇsemo kot(∇F (pk)∇F (pk)⊤)dk +∇F (pk)F (pk) = 0. (2.44)
Ta metoda je pogosto uporabljena v praksi, saj kljub enostavni formulaciji zagotavlja
hitro konvergenco. V naslednjih primerih pa lahko naleti na dolocˇene tezˇave:
– numericˇni eksperiment se ni sposoben prilagoditi na izmerjeni odziv,
– slabo pogojena Jakobi-jeva matrika ∇F (p),
– zacˇetni priblizˇki materialnih parametrov p0 zelo odstopajo od optimalnih, pri katerih




Primerjava metod iskanja smeri na primeru banana funkcije
Oglejmo si delovanje metod iskanja smeri popravkov parametrov na primeru tako ime-
novane banana (Rosenbrock) funkcije [27]





kjer je p = {p1, p2 }. Tako ime je pridobila zaradi ukrivljenosti izolinij, ki spominjajo
na banano. Funkcija je znacˇilna za prikazovanje uspesˇnosti optimizacijskih metod,
saj je globalni minimum v tocˇki pg = {1, 1}, ta pa lezˇi v dolgi, ozki in ravni dolini.
Konvergenca k tej resˇitvi je tako zelo tezˇka. [27]
Potek funkcije je prikazan z grafoma na sliki 2.28, kjer a prikazuje sorazmerno obliko
funkcije S(p), b pa njen logaritmicˇen potek log(S(p)). Ta je potreben zato, da jasno













Slika 2.28: Banana (Rosenbrock) funkcija.
V programskem paketu Mathematica smo z gradientno, Newtonovo in Gauss–Ne-
wtonovo metodo izracˇunali smeri popravkov parametrov banana funkcije. Vektorska
polja smeri popravkov so prikazana graficˇno na sliki 2.29.
Vidimo, da gradientna metoda, kot pricˇakovano, vrne smeri popravkov skladno z najhi-
trejˇsim spustom funkcije. To je tudi razlog za pravokotnost med izracˇunanimi smermi
in izolinijami, ki predstavljajo konstantno vrednost funkcije. Metoda pocˇasi konver-
gira, ker sicer hitro pride v dolino, a se po dolgi in ravni dolini tezˇko premakne do
minimuma.
Newtonova metoda vrne intuitivno nepricˇakovane smeri, saj nas te usmerijo v dolgo
dolino, ne pa neposredno v okolico globalnega minimuma pg.
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(a) Izracˇunane z gradientno metodo.
(b) Izracˇunane z Newtonovo metodo.
(c) Izracˇunane z Gauss-Newtonovo metodo.
Slika 2.29: Smeri popravkov parametrov banana funkcije.
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Gauss-Newtonova metoda vrne, od obravnavanih treh metod, sˇe najbolj uspesˇne smeri
popravkov parametrov. Smeri kazˇejo iz vecˇine izbranih tocˇk direktno v lokalni mi-
nimum. Sklepamo lahko, da je metoda ucˇinkovita, ima le slabost, da ne prepozna
globalnega minimuma oziroma ni zmozˇna ”preskocˇiti” hriba do le-tega.
2.4.1.2. Linijsko iskanje minimuma
Metode, predstavljene v poglavju 2.4.1.1, nam vrnejo smer popravka dk. Z metodami
linijskega iskanja minimuma pa dolocˇimo sˇe faktor velikosti popravka αk. Oba podatka
skupaj predstavljata popravek materialnih parametrov (enacˇba (2.32)). Dolocˇitev
smeri popravka je cˇasovno potratna operacija, saj je potreben izracˇun gradienta ce-
nilne funkcije, zato lahko s kakovostnim linijskim iskanjem minimuma (hitra operacija)
mocˇno povecˇamo ucˇinkovitost optimizacije. [23]
Linijsko iskanje minimuma v primeru optimizacije vecˇ-parametricˇne funkcije dolocˇi
faktor velikosti popravka na nacˇin, da je vrednost cenilne funkcije po popravku v
dolocˇeni smeri minimalna
S(pk + αkdk) = min
αˆ
S(pk + αˆdk). (2.46)
V nadaljevanju so predstavljene nekatere najbolj pogosto uporabljene metode linijskega
iskanja minimuma.
Razpolavljanje intervala
Metoda razpolavljanja intervala je iterativna metoda, pri kateri izberemo zacˇetno vre-





Iskanje ponavljamo, dokler se vrednost ciljne funkcije, pri novem popravku, manjˇsa.
Tako iskanje ima slabost, saj lahko minimum enostavno preskocˇimo.
Kvadratna aproksimacija ciljne funkcije v smeri popravka
Ciljno funkcijo izracˇunamo pri treh izbranih faktorjih velikosti popravka. Preko izra-
cˇunanih tocˇk ciljne funkcije interpoliramo kvadratno parabolo [23]
Sˆ(αˆk) = a αˆ
2
k + b αˆk + c, (2.48)
ki predstavlja aproksimacijo ciljne funkcije v smeri d. Minimum je v temenu parabole,
pri faktorju velikosti popravka
αk = − b
2 a
. (2.49)
Metoda je ucˇinkovita le v primeru, cˇe ima ciljna funkcija v smeri d podobno obliko kot
kvadratna parabola.
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Newton-Raphsonova metoda
Za linijsko iskanje optimuma lahko uporabimo tudi klasicˇno iterativno Newton–Raph-









S¯(αik) = S(pk + α
i
kdk). (2.51)
Pri tovrstnem iskanju minimuma je potreben izracˇun odvoda ciljne funkcije v smeri
iskanja popravkov. Ta metoda lahko v primeru vecˇ lokalnih minimumov vzdolzˇ smeri
dk naleti na tezˇave.
2.4.2. Dejanja ob zakljucˇku vsake iteracije
Cilj tega poglavja je predstavitev dejanj, ki se zgodijo ob zakljucˇku vsake iteracije
inverzne identifikacijske metode. Predstavljena so le na splosˇno, saj se od primera
do primera razlikujejo. Prikazana so tudi na sliki 1.1, kjer graficˇno vidimo rezultat
posameznega dejanja.
2.4.2.1. Novi materialni parametri
V primeru, da z optimizacijskimi metodami uspesˇno najdemo nove materialne parame-
tre pk+1, se trenutna iteracija zakljucˇi in zacˇne nova. Ta je enaka prejˇsnji, spremenijo
se le vrednosti materialnih parametrov.
2.4.2.2. Neprimernost konstitutivnega modela
Neprimernost konstitutivnega modela pomeni, da so realne lastnosti materiala karak-
teristicˇno drugacˇne od tistih, modeliranih s konstitutivnim modelom. Pri metodi in-
verzne identifikacije vidimo to tako, da optimizacijske metode v vsaki iteraciji uspesˇno
najdejo materialne parametre, vendar pa ti, preko vecˇih iteracij, konvergirajo k resˇitvi,
kjer so razlike med izmerjenim in izracˇunanim odzivom sˇe vedno velike. V tem primeru
je potrebna zamenjava konstitutivnega modela. Posledicˇno se zamenjajo tudi materi-
alni parametri ne le po vrednostih, ampak tudi po pomenu in lahko tudi po sˇtevilu.
Na zacˇetku nove iteracije dolocˇimo zacˇetne priblizˇke materialnih parametrov, nato pa
sledijo klasicˇne iteracije dolocˇevanja novih parametrov.
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2.4.2.3. Slaba pogojenost eksperimenta
Kot zˇe omenjeno v poglavju 1.2, mora odziv eksperimenta izkazovati obcˇutljivost na
materialne parametre. V primeru, da ni tako, imamo opravka s tako imenovano slabo
pogojenostjo eksperimenta. Pomen ter dolocˇitev le-te je podrobno obravnavano v po-
glavju 3.2.1. Tu omenimo le to, da nas slaba pogojenost eksperimenta vrne na sam
zacˇetek inverzne identifikacije materialnih parametrov. Torej, potrebna je popolnoma
nova zasnova, izvedba realnega in numericˇnega eksperimenta ter celoten postopek ite-
racij.
2.4.2.4. Enaka odziva
Popis enakosti numericˇnega in realnega eksperimenta je obravnavano v poglavju 2.4.1.
Izvedeno je z vsoto kvadraticˇnih odstopkov (enacˇba (2.30)), ki predstavlja tudi ciljno
funkcijo optimizacijskim metodam. Ko vrednost ciljne funkcije dosezˇe majhno vrednost
S(pk) ≈ 0, (2.52)
pomeni, da sta odziva enaka. Ti materialni parametri uspesˇno popiˇsejo realno obnasˇa-
nje materiala. Oznacˇimo jih kot identificirani materialni parametri:
pid = pk, (2.53)
s cˇimer tudi zakljucˇimo celoten postopek inverzna identifikacije.
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Inverzna identifikacija materialnih parametrov je kompleksna metoda, saj zdruzˇuje nu-
mericˇni in realni eksperiment, vkljucˇno s potrebno merilno opremo, ter optimizacijske
metode. Za lazˇje spoznanje s to tematiko je v tem poglavju predstavljen demonstra-
cijski problem, kjer na enostavnejˇsem primeru pokazˇemo delovanje celotne metode.
V tem demonstracijskem primeru obravnavamo inverzno identifikacijo krivulje utrje-
vanja na mehanskem modelu palice. Ta ima predpostavko, da je lahko obremenjena
le enoosno (tlak ali nateg) in da se planost ter usmerjenost prerezov ohranjata. Palico
dolzˇine L in preseka A obremenjujemo s silo F in merimo pomik prostega konca palice
u. Material modeliramo kot elasto-plasticˇen z odsekoma linearno krivuljo utrjevanja s
sˇtirimi tocˇkami. Primer je, vkljucˇno s podatki, shematsko prikazan na sliki 3.1.
Slika 3.1: Shematski prikaz demonstracijskega primera.
Problem po metodi koncˇnih elementov resˇujemo tako, da obmocˇje najprej diskretizi-
ramo, v nasˇem primeru s tremi koncˇnimi elementi, pri cˇemer naj bo izbrana aproksi-
macija pomika po polju linearna. Oznake vozliˇscˇ si od leve proti desni sledijo od 1 do 4.
Prostostne stopnje problema so torej 4 pomiki Uˆ = {U1, U2, U3, U4}⊤, pripadajocˇe vo-
zliˇscˇne sile pa Fˆ = {F1, F2, F3, F4}⊤. Ker je vsak koncˇni element v splosˇnem podvrzˇen
drugacˇni notranji obremenitvi, v ta namen tvorimo sˇe σ = {σKE-1, σKE-2, σKE-3}⊤ in
ε = {εKE-1, εKE-2, εKE-3}⊤, ki predstavljata vektor, sestavljen iz napetosti in deformacij
v posameznem elementu.















1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1




kjer je E˜ = ∂σ
∂ε
. Ker je levi konec palice podprt U1 = 0 in ker se v tem vozliˇscˇu pojavlja
neznana reakcijska sila F1,ext ter neznana notranja sila F1,int, iz razsˇirjene togostne
matrike Kˆ izvrzˇemo prvi stolpec in prvo vrstico. Prav tako iz vseh vektorjev izlocˇimo






























ki ga krajˇse zapiˇsemo kot K.∆U = − (F int − F ext).
Sedaj vpeljemo strategijo inkrementalnega obremenjevanja, prikazano na sliki 2.25, pri
cˇemer moramo v vsakem inkrementu dosecˇi ravnotezˇno stanje. Tako bomo zunanjo
obremenitev, ki deluje na desnem koncu palice, aplicirali postopoma enakomerno v 100
inkrementih. Zato velja za prvi inkrement F ext
⏐⏐
1
= {0, 0, F/100}⊤, a vektor notranjih
sil pa v prvem priblizˇku izberemo zacˇetno neobremenjeno stanje F int
⏐⏐(0)
1
= {0, 0, 0}⊤,
ki mu ustrezajo zacˇetni pomiki U
(0)











⎡⎣ 2 −1 0−1 2 −1
0 −1 1
⎤⎦ , (3.3)




sticˇni modul E, saj se vsak elasto-plasticˇen odziv na zacˇetku odzove elasticˇno. Tako
lahko sedaj z invertiranjem matrike K
(0)





1 + ∆U 1. Nadalje iz novega polja pomikov U
(1)
1 dolocˇimo
deformacijsko in preko konstitutivne zveze napetostno stanje v vseh treh koncˇnih ele-
mentih ter posledicˇno vektor notranjih sil F int
⏐⏐(1)
1
in togostno matriko K
(1)
1 . Zacˇnemo







polnjen v okviru dolocˇenih toleranc. Ko so tolerance dosezˇene, predpostavljamo, da
je dosezˇeno tudi ravnotezˇno stanje in zacˇnemo z novim obremenitvenim inkrementom,
pri cˇemer je F ext
⏐⏐
2
= {0, 0, 2F/100}⊤.
Sedaj nekoliko vecˇ pozornosti posvetimo resˇevanju konstitutivnih zvez. Iterativno
resˇevanje v vsaki iteraciji zahteva izracˇun napetostnega stanja σ
(i+1)
n+1 iz deformacij ε
(i+1)
n+1
v posameznem koncˇnem elementu.
Ker pa so konstitutivni modeli redkokdaj zapisani zˇe kar v obliki σ = f(ε), temvecˇ
so zaradi evolucijske narave procesov v diferencialni obliki dσ = f(σ, ε, dε), sledi, da
je treba konstitutivni model med procesom izvajanja globalne iteracijske zanke in-
tegrirati. V ta namen se konstitutivna zveza zapiˇse v diferencialni obliki. Ker so
v diferencialni obliki konstitutivne enacˇbe redkokdaj resˇljive analiticˇno, jih obicˇajno
resˇujemo numericˇno z uporabo integracijskih shem. V nasˇem primeru smo uporabili
”backward-Euler” shemo.
Demonstracije inverzne identifikacije materialnih parametrov se lotimo tako, da v pr-
vem koraku z opisanim postopkom in parametri, predstavljenimi na sliki 3.1, izracˇunamo
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3.1 Demonstracijski primer
odziv. V tem primeru nam odziv predstavlja pomik konca palice U4 v odvisnosti od
zunanje sile F , prikazan je na sliki 3.2. Ta odziv oznacˇimo kot psevdo izmerjeni od-
ziv in ga privzamemo, kot da smo ga pridobili z realnim eksperimentom. Uporabljeni
parametri tako predstavljajo prave materialne parametre.
















Slika 3.2: Psevdo izmerjeni odziv.
V nadaljevanju demonstracije opazujemo ”izmerjeni” odziv, prikazan na sliki 3.2, na
podlagi katerega iˇscˇemo krivuljo utrjevanja. Za namen prikaza delovanja metode in-
verzne identifikacije bomo sedaj privzeli, da pravilnih parametrov, ki dolocˇajo krivuljo




σy(0), σy(0,002), σy(0,005), σy(0,01)
)⊤
. (3.4)







df ; p ∈ R4, (3.5)
kjer U¯4(f) predstavlja izmerjeni odziv v odvisnosti od trenutne obremenitve f in
U4(p, f) izracˇunani odziv v odvisnosti od iskanih materialnih parametrov p in obreme-
nitve f .
Pred zacˇetkom inverzne identifikacije, moramo podati sˇe zacˇetne priblizˇke materialnih
parametrov
p0 = (90, 150, 190, 220)
⊤. (3.6)
Iskanje materialnih parametrov smo do te tocˇke prevedli v optimizacijski problem, kjer
iˇscˇemo minimum ciljne funkcije S(p) (enacˇba (3.5)). Tega resˇimo z uporabo gradientne
metode za iskanje smeri popravka in kvadratne aproksimacije ciljne funkcije v smeri
popravka za dolocˇitev velikosti le-tega. Postopek optimizacije je izveden z lastnim pro-
gramom, programiranim v programskem okolju Wolfram Mathematica. Optimizacija
nam po osmih iteracijah vrne identificirane materialne parametre




Primerjava pravih vrednosti materialnih parametrov, njihovih zacˇetnih priblizˇkov in
pa identificiranih vrednosti je prikazana graficˇno na sliki 3.3 s krivuljo utrjevanja.
Ob zacˇetku optimizacije zacˇetni priblizˇek krivulje mocˇno odstopa od prave, kar je v
realnem primeru pricˇakovano. Rezultat, to je identificirana krivulja utrjevanja, je pa
zelo podoben krivulji, uporabljeni za simulacijo realnega eksperimenta. Zakljucˇimo
lahko, da smo uspesˇno identificirali krivuljo utrjevanja.
























Slika 3.3: Krivulje utrjevanja demonstracijskega primera.
Z demonstracijskim primerom smo predstavili celoten postopek inverzne identifikacije
materialnih parametrov. Opazimo, da zˇe na tem zelo poenostavljenem primeru upo-
rabljamo veliko razlicˇnih metod, ki vsaka po sebi prispevajo k uspesˇni identifikaciji.
V nadaljevanju si bomo nekatere metode ogledali bolj podrobno in jih aplicirali na
zahtevnejˇsih primerih.
3.2. Zasnova eksperimenta
Cilj tega poglavja je predstavitev tematike zasnove eksperimenta. Kot zˇe omenjeno v
poglavju 1.2, moramo zagotoviti pogojenost eksperimenta. Ponovno navedimo primer
eksperimenta, kjer preizkusˇanec obremenimo le v elasticˇnem podrocˇju, iˇscˇemo pa kri-
vuljo utrjevanja, ki je pa znacˇilnost plasticˇnega odziva. V tem primeru je numericˇni
eksperiment zelo slabo oziroma kar nicˇno pogojen, saj sprememba iskanih materialnih
parametrov (krivulja utrjevanja) nima popolnoma nobenega vpliva na izid oziroma od-
ziv eksperimenta. V primeru iskanja elasticˇnih lastnosti kot npr. Youngov modul pa
bi bil isti problem dobro pogojen.
3.2.1. Pogojenost numericˇnega eksperimenta
Pogojenost eksperimenta poznamo tudi pod pojmom obcˇutljivost odziva eksperimenta
na materialne parametre. Cˇe je ta velika (seveda v absolutnem smislu), je eksperiment
dobro pogojen, v nasprotnem primeru pa slabo.
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Metoda digitalne korelacije slik, kot zˇe omenjeno v poglavju 2.2.2, primarno meri polje
premikov oziroma deformacij. Opazovani odziv, ki predstavlja vhodni podatek inverzni
identifikaciji, bo tako vseboval tudi podatke iz polja deformacij. V nasˇem primeru
nam pogojenost eksperimenta predstavlja obcˇutljivost polja deformacij na materialne
parametre.
Obcˇutljivost je v matematicˇnem pomenu enaka odvodu, tako lahko zapiˇsemo obcˇutlji-




V primeru numericˇnega eksperimenta ne poznamo analiticˇne resˇitve odziva, zato lahko
odvode izracˇunamo le aproksimativno z numericˇnim odvodom
∂εi(p)
∂pj
≈ εi(p+ ϵ)− εi(p)
ϵ
, (3.9)
kjer ϵ predstavlja velikost variacije parametra pj in ϵ vektor variacije materialnih pa-
rametrov, ki je sestavljen iz komponent
ϵk =
{
ϵ ; k = j
0 ; k ̸= j ; k = 1, 2, . . . , n. (3.10)
Dolocˇitev pogojenosti eksperimenta je izvedena s programskim paketom Abaqus, ki
ga uporabimo za izracˇun odziva numericˇnega eksperimenta in vizualizacijo rezultatov
(polja obcˇutljivosti) ter programskim jezikom Python. Namensko izdelani program
poskrbi za dolocˇitev izracˇunanega odziva, transformacijo deformacijskih polj v zˇeleni
koordinatni sistem, izracˇun numericˇnih odvodov (enacˇba (3.9)) in zapis obcˇutljivosti v
datoteko, primerno za graficˇno pregledovanje v programskem paketu Abaqus.
3.2.2. Standardni preizkusˇanec
Parametre konstitutivnega modela Hill48 (predstavljen v poglavju 2.3.2.2) lahko v
primeru tankih plocˇevin dolocˇimo na ”klasicˇni” nacˇin, z uporabo standardnih pre-
izkusˇancev (slika 3.4) in enoosnih nateznih testov. Treba je izvesti tri klasicˇne enoosne
natezne preizkuse preizkusˇancev, izrezanih pod kotom 0◦, 45◦ in 90◦ glede na smer
valjanja plocˇevine. Pri teh dodatno merimo raztezke v obeh precˇnih smereh, to je v
smeri debeline in sˇirine preizkusˇanca. Razmerja sprememb teh specificˇnih deformacij
imenujemo Lankfordove vrednosti (ang. Lankford’s values). V splosˇnem so Lankfor-
dove vrednosti razmerja prirastka specificˇne deformacije v pravokotni smeri glede na
smer vleka proti prirastku specificˇne deformacije v smeri debeline plocˇevine. [28].
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Slika 3.4: Standardni preizkusˇanec. [29]
Koordinatni sistem {x, y, z} dolocˇimo tako, da sovpada z materialnim koordinatnim
sistemom {1, 2, 3} (slika 2.22). Tako lahko v primeru vleka preizkusˇanca, izrezanega v















Ob dolocˇitvi referencˇne meje tecˇenja v smeri valjanja postane R11 = 1, ostala anizo-














(2r45 + 1)(rx + ry)
. (3.16)
Opisan postopek je v praksi uveljavljen, vendar pa trpi za eno samo, in to veliko,
slabostjo. To je omejitev samo na konstitutivni model Hill48. V primeru uporabe
kakrsˇnega koli drugega modela postane ta postopek popolnoma neuporaben.
Oglejmo si sˇe vpliv anizotropnih napetostnih razmerij v smislu pogojenosti eksperi-
menta. Numericˇni eksperiment za dolocˇitev izracˇunanega odziva obravnavanega pri-
mera je opisan v poglavju 2.3.4. Izvajamo ga s programskim paketom Abaqus, ki pa
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omogocˇa vnos le odsekoma linearne krivulje utrjevanja. Za ta primer, predvsem za-
radi jasnosti, uporabimo krivuljo z le sˇtirimi tocˇkami oziroma tremi linearnimi odseki.
Prikazana je z grafom na sliki 3.5.






















Slika 3.5: Krivulja utrjevanja, uporabljena pri dolocˇevanju velikost variacije.
Tocˇke na krivulji in vsi ostali materialni parametri obravnavanega preizkusˇanca so
zapisani v preglednici 3.1.












Slika 3.6 prikazuje obcˇutljivosti vzdolzˇne deformacije na vsa sˇtiri omenjena napetostna
razmerja. Pri analizi smo v primerih preizkusˇanca, usmerjenega pod kotom 0◦ in 90◦
glede na smer valjanja, uposˇtevali dvojno simetrijo geometrije, obremenitev in mate-
riala ter tako uporabljali le cˇetrtinski model preizkusˇanca. V primeru preizkusˇanca,
usmerjenega pod kotom 45◦ glede na smer valjanja, pa to ni bilo mogocˇe, saj pod tem
kotom material ne izkazuje simetricˇnega odziva. Zaradi preglednosti pa tudi v tem pri-
meru prikazujemo le zgornjo desno cˇetrtino preizkusˇanca, kar opravicˇimo z dejstvom, da
so pridobljena polja obcˇutljivosti le rahlo nesimetricˇna. Podrobnosti o samem izracˇunu
obcˇutljivosti so predstavljene v poglavju 3.2.3.1.
49
3. Metodologija raziskave
Slika 3.6: Pogojenost standardnega preizkusˇanca na anizotropna napetostna razmerja.
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Vidimo, da so posamezna polja obcˇutljivosti preko celotnih preizkusˇancev pretezˇno
konstantna, spremembe se pojavijo le v obmocˇju, kjer se spremeni oblika preizkusˇanca.
Teh koncentracij obcˇutljivosti ne uposˇtevamo, saj so na robu preizkusˇanca in je zato
velika mozˇnost, da izmerjeni rezultati vsebujejo vecˇ sˇuma oziroma napake.
Preizkusˇanec, izrezan v smeri valjanja plocˇevine, izkazuje obcˇutljivost prakticˇno le na
materialni parameter R11, preizkusˇanec, izrezan v precˇni smeri, pa le na R22. Pre-
izkusˇanec, izrezan pod kotom 45◦, izkazuje najbolj zanimive rezultate obcˇutljivosti.
Tako anizotropno napetostno razmerje R33 kot tudi R12 izkazujeta karakteristicˇno enak
vpliv. Polji obcˇutljivosti imata zelo podobni porazdelitvi, razlikujeta se le v vredno-
stih oziroma velikosti. To na prvi pogled ne predstavlja tezˇave, saj pogoj, da je odziv
odvisen na vse materialne parametre, popolnoma velja.
Cˇe bi pa zˇeleli izracˇunati anizotropna napetostna razmerja le iz izmerjenih vzdolzˇnih
deformacij pa bi imeli tezˇavo, saj parametra R33 in R12 pri teh odzivih ne izkazujeta
neodvisnosti. Tako bi lahko z razlicˇnimi kombinacijami vrednosti teh dveh parametrov
dosegli enak iskani odziv. Parametra tako ne bi bila enolicˇno dolocˇljiva, kar je pa glede
na formulacijo modela Hill48 nemogocˇe.
3.2.3. Preizkusˇanec z luknjo
Oglejmo si primer preizkusˇanca z luknjo, ki bo sluzˇil za demonstracijo zasnove ekspe-
rimenta. Oblika preizkusˇanca je prikazana na sliki 3.7. Omenjena slika prikazuje tudi
zunanje obremenitve. Te modeliramo kot silo, ki deluje na celotno zgornjo ter spodnjo
povrsˇino preizkusˇanca, ob cˇemer se planost teh dveh povrsˇin ohranja.
Oblika preizkusˇanca je dvakrat simetricˇna, prav tako so simetricˇne tudi obremenitve
in pa obnasˇanje konstitutivnega modela1 (poglavje 2.3.2). Tako lahko pri numericˇnem
eksperimentu preizkusˇanca, izrezanega pod 0◦ ali 90◦ glede na smer valjanja, obravna-
vamo le cˇetrtino preizkusˇanca in tako zelo zmanjˇsamo velikost problema ter pohitrimo
izracˇun. Slika 3.8 prikazuje obravnavano cˇetrtino preizkusˇanca vkljucˇno z obremeni-
tvami. Sila je v tem primeru le polovicˇna, saj se je povrsˇina, na katero deluje, prepo-
lovila. Dodatno se pojavijo simetrijski robni pogoji (levi in spodnji rob na omenjeni
sliki), ki poskrbijo za korektnost izracˇuna kljub uposˇtevanim simetrijam.




Slika 3.7: Oblika in obremenitev
preizkusˇanca z luknjo.
Slika 3.8: Oblika in obremenitve cˇetrtine
preizkusˇanca z luknjo.
3.2.3.1. Dolocˇitev velikosti variacije
Pri izdelavi obcˇutljivostne analize se pojavi vprasˇanje velikosti variacije materialnih
parametrov ϵ pri izracˇunu numericˇnih odvodov. Ta je kljucˇnega pomena, saj cˇe je
prevelika, nam numericˇni odvod vrne napacˇne rezultate (smo predalecˇ od opazovane
tocˇke), cˇe je premajhna, pa imamo opravka z numericˇno napako.
Velikost variacije dolocˇimo s poskusˇanjem na primeru, kjer poznamo obliko resˇitve.
Uporabimo predstavljen preizkusˇanec z luknjo oziroma le cˇetrtino le-tega (slika 3.8),
kjer nas zanima obcˇutljivost na krivuljo utrjevanja. Ponovno omenimo, da ta pred-
stavlja mejo tecˇenja v odvisnosti od ekvivalentne plasticˇne deformacije. Posamezna
materialna tocˇka seveda nosi le eno skalarno vrednost o ekvivalentni plasticˇni deforma-
ciji, krivulja utrjevanja je tudi enolicˇna, torej je materialna tocˇka ob posameznem cˇasu
le v eni tocˇki na krivulji.
V tem primeru uporabimo enak material kot v primeru standardnega preizkusˇanca
(poglavje 3.2.2). Krivulja utrjevanja uporabljenega materiala je tako prikazana na
sliki 3.5, vsi materialni parametri pa so zapisani v preglednici 3.1. Slika 3.9 prikazuje
z numericˇnim eksperimentom pridobljeno polje ekvivalentne plasticˇne deformacije. V
istem trenutku eksperimenta smo izracˇunali tudi obcˇutljivost glavne deformacije na
vrednost krivulje utrjevanja v tocˇki εeq = 0,1. Ta je prikazana na sliki 3.10, kjer smo
uporabili razlicˇne velikosti variacij.
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Slika 3.9: Polje ekvivalentne plasticˇne deformacije pri dolocˇevanju velikosti variacije.
Slika 3.10: Polje obcˇutljivosti glavne deformacije na drugi parameter krivulje tecˇenja v
tocˇki εeq = 0,1.
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Omenimo, kaksˇne rezultate pravzaprav pricˇakujemo. V primeru, da se materialna tocˇka
ni plastificirala, torej je sˇe v elasticˇnem obmocˇju, je seveda neobcˇutljiva na celotno
krivuljo utrjevanja; cˇe pa je ta npr. na krivulji pri εeq = 0,05, kar je linijski odsek
interpoliran med tocˇkama σy(0) in σy(0,1), pa je obcˇutljiva na obe omenjeni tocˇki.
Blizˇje, ko smo tocˇki σy(0,1), vecˇja je obcˇutljivost na to in manjˇsa na σy(0) ter obratno.
Na sliki 3.10 vidimo, da nam velikost variacije ϵ = 0,1 in 0,001 vrne pricˇakovane
rezultate. Variacija velikosti 0,000 01 pa nam vrne rezultate s prisotnim (numericˇnim)
sˇumom. Uporaba prevelike variacije v splosˇnem vrne napacˇne vrednosti numericˇnih
odvodov, zato se odlocˇimo za uporabo najmanjˇse velikosti variacije, ki pa sˇe nima
prisotnega sˇuma. Vse obcˇutljivostne analize, ki so v nadaljevanju magistrskega dela,
tako uporabljajo velikost variacije enako ϵ = 0,001.
3.2.3.2. Pregled pogojenosti preizkusˇanca z luknjo
Merilni sistem digitalne korelacije slik nam omogocˇa merjenje tudi heterogenih polj de-
formacij. Pridobitev takega deformacijskega polja pomeni tudi to, da so bile posamezne
materialne tocˇke obremenjene po razlicˇnih poteh v napetostnem prostoru. Izmerjeno
heterogeno polje deformacij tako zajema vecˇ informacij o materialu kot pa homogeno
polje. Oglejmo si primer pogojenosti preizkusˇanca z luknjo, za katerega zˇe intuitivno
vemo, da se na obremenitev odzove s heterogenim poljem deformacij.
Pogojenost eksperimentov je pomensko enostavna tematika, karakterizacija pa ravno
nasprotno. Postopek karakterizacije je znan, saj je dobra pogojenost enaka veliki
obcˇutljivosti, ki pa jo izracˇunamo z odvodom (enacˇba (3.9)). Intuitivno predvide-
vanje pa je v tem primeru neuspesˇno, saj je zˇe sam odziv zelo kompleksen, kaj sˇele
odvodi le-tega po razlicˇnih materialnih parametrih.
Kompleksnost je prikazana na primeru zˇe opisanega preizkusˇanca z luknjo, ki je izrezan
pod kotom 0◦ glede na smer valjanja. Izdelan oziroma modeliran je z materialom, ki
se obnasˇa skladno z materialnimi parametri, zapisanimi v preglednici 3.1. Pogojenost
tega eksperimenta je prikazana s serijo polj obcˇutljivosti na sliki 3.11. Tu vrstice
predstavljajo opazovano deformacijo {εxx, εyy, γxy}, stolpci pa anizotropna napetostna
razmerja materiala {R11, R22, R33, R12}. Anizotropno napetostno razmerje R11 je tu
vkljucˇeno le zaradi popolnosti prikaza pogojenosti, saj smo zˇe v poglavju 2.3.2 privzeli
vrednost R11 = 1 in ga ne iˇscˇemo s postopkom inverzne identifikacije.
Vidimo, da je pogojenost zˇe tega, relativno enostavnega primera, zelo raznolika. Ob-
cˇutljiv je le na parameter R11, vrednosti odvodov po ostalih materialnih parametrih pa
so prakticˇno nicˇelne (< 0,05). To pomeni, da bi v tem primeru uspesˇno identificirali le
R11, dolocˇitev ostalih bi bila pa prakticˇno nemogocˇa.
Oglejmo si sˇe primer, ko preizkusˇanec z luknjo izrezˇemo pod kotom 45◦ glede na smer
valjanja. V tem primeru je treba obravnavati celotni preizkusˇanec, saj se pod tem ko-
tom material ne obnasˇa simetricˇno. Pogojenost tega preizkusˇanca je prikazana s serijo
polj obcˇutljivosti na sliki 3.12. Prikazana je le zgornja desna cˇetrtina preizkusˇanca,
saj je polje obcˇutljivosti tocˇkovno simetricˇno (preko sredine preizkusˇanca) in se med












V tem primeru deluje obremenitev, relativno glede na materialni koordinatni sistem,
pod kotom 45◦. Tako obremenitev preizkusˇanca, to je natezna osna sila, povzrocˇa
v materialnem koordinatnem sistemu pravzaprav strizˇne napetosti. To vidimo tudi
iz rezultatov na sliki 3.12. Ti pokazˇejo, da je ta eksperiment obcˇutljiv predvsem na
materialni parameter R12, kar je skladno z napisanim, saj ta parameter popisuje ravno
strizˇne lastnosti materiala.
Ta analiza nam pomaga pri nacˇrtovanju eksperimenta, saj lahko zˇe v virtualnem okolju
preverimo identifikabilnost materialnih parametrov. S tem lahko prilagodimo izvedbo
eksperimenta sˇe pred realnim eksperimentom in mnogo pred poskusom inverzne iden-
tifikacije. Tako se izognemo neuspesˇni identifikaciji, sˇe predno bi v to vlozˇili velike
kolicˇine cˇasa in resursov. Brez te analize pogojenosti bi bil razvoj novih eksperimen-
tov za identifikacijo materialnih parametrov zelo cˇasovno potraten, cˇe sploh mogocˇ
postopek.
3.2.3.3. Vpliv velikosti luknje
Oblika preizkusˇanca ima velik vpliv na napetostno in deformacijsko stanje preizkusˇanca.
Sklepamo lahko, da ima enako velik vpliv tudi na pogojenost eksperimenta. Oglejmo
si spremembo pogojenosti, cˇe preizkusˇancu iz prejˇsnjega podpoglavja 3.2.3.2 povecˇamo
velikost luknje. Polja obcˇutljivosti so prikazana na slikah 3.13 in 3.14, kjer prva
prikazuje pogojenosti preizkusˇanca, izrezanega pod kotom 0◦ glede na smer valjanja
plocˇevine in druga preizkusˇanca, izrezanega pod kotom 45◦. Tega smo obravnavali v
celoti, prikazujemo pa ponovno le njegovo zgornjo desno cˇetrtino.
Primerjajmo sliki 3.11 in 3.13 oziroma pogojenosti preizkusˇanca z razlicˇno velikima
luknjama, oba izrezana pod kotom 0◦. Najvecˇja obcˇutljivost, to je pogojenost vzdolzˇne
deformacije na parameter R11, se v primeru vecˇje luknje zmanjˇsa iz 0,7 na 0,5. To pa sˇe
ne pomeni, da je preizkusˇanec z vecˇjo luknjo slabsˇe pogojen. Obcˇutljivost na parameter
R11 se res zmanjˇsa, se pa povecˇa obcˇutljivost na R22, ki je v primeru manjˇse luknje
prakticˇno nicˇelna. Tako sklenemo, da je preizkusˇanec z vecˇjo luknjo boljˇse pogojen,
saj omogocˇa identifikacijo ne le parametra R11, ampak tudi R22.
Oglejmo si sˇe sliki 3.12 in 3.14 oziroma pogojenosti preizkusˇanca, izrezana pod kotom
45◦ in razlicˇno velikima luknjama. V tem primeru pa imamo sedaj najvecˇjo obcˇutljivost
vzdolzˇne deformacije εxx na parameter R12. Ta se ponovno pri preizkusˇancu z vecˇjo
luknjo zmanjˇsa. Istocˇasno pa se povecˇa obcˇutljivost na vse tri ostale materialne pa-
rametre. Cˇeprav so te ostale obcˇutljivosti sˇe vedno zelo majhne (≈ 0,1), nam vseeno
nudijo dodatne informacije pri inverzni identifikaciji in niso zanemarljive.
Vidimo, da ima zˇe sama velikost luknje relativno velik vpliv na pogojenost eksperi-
menta. Zelo velik vpliv ima tudi usmerjenost preizkusˇanca glede na smer valjanja
plocˇevine. Ta, kot smo videli, karakteristicˇno spremeni polja obcˇutljivosti.
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3.2.4. Razvoj novega preizkusˇanca
V prejˇsnjem poglavju 3.2.3.3 smo opazili velik vpliv tako oblike kot tudi usmerjeno-
sti preizkusˇanca na pogojenost eksperimenta. Ta tematika je kompleksna, vendar ob
poznavanju izdelave obcˇutljivostne analize in pravilni interpretaciji polj obcˇutljivosti
mocˇno pripomore pri razvoju novih, bolje pogojenih, preizkusˇancev.
Na zacˇetku razvoja novega preizkusˇanca omenimo lastnosti, ki si jih zˇelimo od ideal-
nega preizkusˇanca. To bi seveda bila cˇim vecˇja pogojenost eksperimenta oziroma cˇim
vecˇje obcˇutljivosti deformacij na vse iskane materialne parametre. Radi bi se izognili
tudi robnim motnjam, ki se lahko pojavijo zaradi napak pri izdelavi preizkusˇancev:
tolerance, hrapavost povrsˇin itd. Tako si zˇelimo, da je obmocˇje velike obcˇutljivosti
znotraj preizkusˇanca in ne na robovih, tako zunanjih kot tudi notranjih (ob luknjah).
Uposˇtevati pa moramo sˇe kompatibilnost z merilno opremo, predstavljeno v poglavju
2.2.
Rezultat razvoja, s ciljem dosecˇi opisane lastnosti, je preizkusˇanec, prikazan na sliki
3.15.
(a) Mere. (b) Usmerjenost.
Slika 3.15: Novo razviti preizkusˇanec.
Pogojenost eksperimenta na anizotropna napetostna razmerja je prikazana s serijo
polj obcˇutljivosti na sliki 3.16, kjer opazujemo obcˇutljivost le vzdolzˇne deformacije
na anizotropna napetostna razmerja. Obcˇutljivosti precˇne in strizˇne deformacije niso




Slika 3.16: Pogojenost novo razvitega preizkusˇanca na anizotropna napetostna
razmerja.
Vidimo, da so polja obcˇutljivosti, glede na opazovano anizotropno napetostno razmerje,
karakteristicˇno drugacˇna. Z drugimi besedami: podrocˇja velikih obcˇutljivosti so za
vsak materialni parameter na drugih lokacijah na preizkusˇancu. To pomeni, da smo z
novo razvitim preizkusˇancem dosegli neodvisen vpliv posameznih anizotropnih razmerij
na odziv eksperimenta. Z matematicˇnega staliˇscˇa smo tako zagotovili bolje pogojen
sistem enacˇb optimizacijskega problema, kar rezultira v hitrejˇsem iskanju popravkov
parametrov v vsaki iteraciji inverzne identifikacije.
3.3. Realni eksperiment
Realni eksperimenti so izvedeni z opremo, predstavljeno v poglavju 2.2. Za obremenje-
vanje preizkusˇancev tako uporabljamo trgalni stroj. Odziv, to je deformacija opazovane
povrsˇine preizkusˇanca, pa merimo z merilnim sistemom digitalne korelacije slik. Realni
eksperiment se izvede v naslednjih korakih:
1. izdelava nakljucˇnega vzorca na povrsˇini preizkusˇanca,
2. vpetje preizkusˇanca v trgalni stroj,
3. postavitev kamer in osvetlitve,
4. nastavitev opticˇnega dela sistema DIC in zajema slik,
5. umerjanje celotnega sistema DIC,
6. nastavitev poteka obremenjevanja in zajema slik,
7. zacˇetek obremenjevanja in zajemanja slik,
8. analiza zajetih slik z metodo DIC.
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Nakljucˇni vzorec na povrsˇini preizkusˇanca smo izdelali z zracˇno piˇstolo za barvanje
(ang. airbrush) Ultra 31860 proizvajalca Harder & Steenbeck, prikazano na sliki 3.17.
Ta uporablja za delovanje stisnjen zrak in skozi sˇobo premera ϕ0,2mm prsˇi barvo v
fini meglici. Uporabili smo neprosojno belo in cˇrno barvo proizvajalca Createx, modela
5211 in 5212. Po cˇiˇscˇenju povrsˇine preizkusˇanca z alkoholom je sledil nanos bele barve
v taki kolicˇini, da je neprosojno prekrila celotni preizkusˇanec. Sledil je nekaj minutni
premor, v katerem se je bela barva rahlo posusˇila. Postopek zakljucˇimo z nanosom
cˇrne barve, ki pa ne sme v celoti prekriti preizkusˇanca, temvecˇ mora tvoriti nakljucˇni
vzorec. Primer le-tega je prikazan na sliki 2.15.
Slika 3.17: Zracˇna piˇstola za barvanje.
Postavitev kamer in osvetlitve ter nastavitve opticˇnega dela sistema DIC in zajema
slik izvedemo v skladu s priporocˇili, predstavljenimi v poglavju 2.2.2.6. Uporabili
smo merilni sistem DIC proizvajalca Dantec Dynamics, model Q-400 z dvema 2Mpx
kamerama in nastavljivo LED osvetlitvijo. Sistem je prikazan pol-shematsko na sliki
3.18.
Slika 3.18: Merilni sistem digitalne korelacije slik.
Poglavje 2.2.2.6 pa opisuje tudi postopek umerjanja, kjer slikamo kalibracijsko plosˇcˇo






Slika 3.19: Serija slik potrebnih za umerjanje.
Potek obremenjevanja se nastavi preko uporabniˇskega vmesnika trgalnega stroja. V
nasˇih primerih je enak konstantni hitrosti pomikanja cˇeljusti, vse do zˇelenega stanja do-
volj velike plastifikacije preizkusˇanca. Med obremenjevanjem preizkusˇanca zajemamo
in shranjujemo serijo zaporednih fotografij. Ob zakljucˇku obremenjevanja izvedemo sˇe
analizo zajetih slik z metodo digitalne korelacije slik v programskem paketu Istra 4D
proizvajalca Dantec Dynamics.
3.4. Numericˇni eksperiment
Z numericˇnim eksperimentom zˇelimo v vecˇini primerov pravzaprav simulirati realni
eksperiment. Tako bo ta tematika tudi tu predstavljena na primeru eksperimenta, opi-
sanega v poglavju 3.3. Problem modeliramo v programskem paketu Abaqus z metodo
koncˇnih elementov, ki je opisana v poglavju 2.3.
Preizkusˇanec popiˇsemo z mrezˇo koncˇnih elementov, ki je prikazana na sliki 3.20.
63
3. Metodologija raziskave
Slika 3.20: Mrezˇa koncˇnih elementov in robni pogoji novega preizkusˇanca.
Omenjena slika prikazuje tudi robne pogoje, uporabljene pri modeliranju problema
oziroma numericˇnem eksperimentu. Omenimo, da za lazˇjo formulacijo robnih pogojev
uvedemo dodatno tocˇko, ki jo oznacˇimo z RP in predstavlja tako imenovano referencˇno
tocˇko (ang. reference point). Ta pa vsebuje tudi dodatno prostostno stopnjo φRP, to






x ; (x, y) ∈ Γ1,
Fy(x, y)= 0 ; (x, y) ∈ Γ1,
ux(x, y)= 0 ; (x, y) ∈ Γ2,
Fy(x, y)= 0 ; (x, y) ∈ Γ2.
(3.17)
kjer so obmocˇja Γi oznacˇena na sliki 3.20, ux in Fx pomik in sila v x smeri ter analogno
uy in Fy v y smeri.
Uporabili smo ravninske (2D) koncˇne elemente (KE) s sˇtirimi vozliˇscˇi in sˇtirimi integra-
cijskimi tocˇkami, ki uposˇtevajo ravninsko napetostno stanje, in pa take s tremi vozliˇscˇi
in eno integracijsko tocˇko. Ti so v programskem okolju Abaqus oznacˇeni kot CPS4
in CPS3. Uporabljena mrezˇa KE vsebuje 33 680 vozliˇscˇ in 33 426 koncˇnih elementov.
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Oglejmo si sˇe sˇtevilo prostostnih stopenj nasˇega problema. V osnovi ima vsako vozliˇscˇe
obravnavanega primera dve prostostni stopnji, to sta pomika v x in y smeri. V pri-
meru poznanega pomika (uposˇtevan tak robni pogoj) pa iˇscˇemo reakcijsko silo. Tako
ima nasˇ numericˇni eksperiment okvirno 67 360 prostostnih stopenj, katerih vrednosti
izracˇunamo z inkrementalnim in iteracijskim pristopom, shematsko prikazanim na sliki
2.25.
3.5. Inverzna identifikacija materialnih parametrov
Cilj tega podpoglavja je predstavitev metodologije inverzne identifikacije materialnih
parametrov. Ta obsega primerjavo izmerjenega in izracˇunanega odziva, kjer slednjega
racˇunamo iterativno pri razlicˇnih vrednostih materialnih parametrov, ki jih dolocˇimo z
optimizacijskimi metodami. Opisano tematiko predstavimo na primeru novo razvitega
preizkusˇanca, prikazanega na sliki 3.15, kjer iˇscˇemo anizotropna napetostna razmerja
p = {R22, R33, R12}⊤. (3.18)
Parameter R11 smo izpustili, saj je v primeru poravnane prve smeri materialnega ko-
ordinatnega sistema s smerjo valjanja enak 1.
Inverzna identifikacija se zacˇne z dolocˇitvijo tega, kaj je pravzaprav odziv, ki ga merimo
(realni eksperiment) in racˇunamo (numericˇni eksperiment). Kot zˇe vecˇkrat omenjeno,
mora biti odziv obcˇutljiv na iskane materialne parametre. Tako dolocˇimo odziv na
podlagi izracˇunanih polj obcˇutljivosti (slika 3.16) in pa dejstva, da metoda digitalne
korelacije slik lahko meri pomike in deformacije le znotraj opazovane povrsˇine in ne
tudi na robu.
Vidimo, da najvecˇjo obcˇutljivost za posamezen parameter izkazuje vzdolzˇna deforma-
cija εxx v razlicˇnih tocˇkah na preizkusˇancu. Zato dolocˇimo za odziv mnozˇico vzdolzˇnih
deformacij ob koncu preizkusa v osmih tocˇkah, prikazanih na sliki 3.21. Tocˇki 3 in 6
sta izbrani z namenom identifikacije parametra R22, tocˇke 1, 2, 7 in 8 za identifikacijo
R33 ter tocˇki 4 in 5 za dolocˇitev R12.
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Slika 3.21: Tocˇke, v katerih nam vzdolˇzna deformacija predstavlja odziv eksperimenta.
Sledi izvedba realnega testa, ki je opisan v poglavju 3.3. S pridobljenim izmerjenim








kjer nam εmxx,i in εxx,i(p) predstavljata merjeni in izracˇunani odziv v i-ti tocˇki.
Identifikacija materialnih parametrov nam sedaj predstavlja optimizacijski problem,
kjer iˇscˇemo minimum ciljne funkcije, enacˇba 3.19. Resˇevanje le-tega se izvaja s pro-
gramom, izdelanim v programskem paketu Mathematica. Ta glavni program skrbi
za izracˇun popravkov materialnih parametrov, izvedbo numericˇnega eksperimenta s
programom Abaqus in tudi za avtomatsko pridobitev izracˇunanih odzivov v zˇelenih
tocˇkah (slika 3.21), za kar pa skrbi podprogram, izdelan v programskem okoljuPython.
Program, kot opisano v poglavju 2.4, iterativno iˇscˇe ustreznejˇse materialne parametre
oziroma minimum cenilne funkcije. Ob dosegu nicˇne vrednosti le-te se iskanje ustavi
in parametri trenutne iteracije se razglasijo kot identificirani pid.
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To poglavje je razdeljeno na dve podpoglavji. V prvem je izvedena verifikacija predsta-
vljene metodologije, kjer simuliramo realni eksperiment. Drugo podpoglavje pa pred-
stavlja inverzno identifikacijo vzdolzˇnega in precˇnega modula ortotropno elasticˇnega
materiala.
4.1. Verifikacija metodologije
Cilj tega poglavja je izvesti verifikacijo predstavljene metodologije na primeru inverzne
identifikacije Hillovih parametrov oziroma anizotropnih napetostnih razmerij. Posto-
pek verifikacije je prikazan graficˇno na sliki 4.1. Izvedemo ga na primeru novo razvitega
preizkusˇanca (poglavje 3.2.4), kar pomeni, da pri verifikaciji uposˇtevamo tudi vpliv le-
tega.
Slika 4.1: Diagram poteka verifikacije metode inverzne identifikacije materialnih
parametrov z metodo digitalne korelacije slik.
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Postopek verifikacije se zacˇne z izbiro materialnih parametrov, ki so zapisani v pre-
glednici 4.1. S temi izvedemo numericˇni eksperiment. Izracˇunani odziv oznacˇimo kot
simulirani odziv, ki nam predstavlja odziv realnega eksperimenta. Tako nam pa tudi
izbrani materialni parametri predstavljajo ”prave” parametre, ki jih zˇelimo v nadalje-
vanju identificirati iz simuliranega odziva.





Sledi simulacija deformacije slike, ki je izdelana v programskem okolju Wolfram Ma-
thematica. Prvi korak je izdelava osnovne slike, to je ta, ki jo pri realnem eksperimentu
zajamemo pred zacˇetkom obremenjevanja. Izdelana je iz slike nakljucˇnega vzorca [18]
in pa slike konture neobremenjenega preizkusˇanca, ki jo izdelamo v programskem pa-
keta Abaqus. Omenjeni sliki zdruzˇimo na nacˇin, da na obmocˇju preizkusˇanca (znotraj
konture) prikazˇemo nakljucˇni vzorec, drugje pa cˇrno barvo. Izdelana osnovna slika je
prikazana na sliki 4.2a.
V drugem koraku formuliramo dvodimenzionalno vektorsko funkcijo, s katero popiˇsemo
deformacijo preizkusˇanca. To izdelamo tako, da iz rezultatov izracˇuna simuliranega
odziva (programski paket Abaqus) izvozimo lege vozliˇscˇ nedeformirane in deformirane
mrezˇe koncˇnih elementov. To uvozimo v programsko okolje Mathematica, kjer za vsako
vozliˇscˇe izracˇunamo pomik oziroma razliko v legi med deformirano in nedeformirano
mrezˇo KE. Vozliˇscˇa in pripadajocˇe pomike si lahko predstavljamo kot tocˇke na pre-
izkusˇancu, za katere vemo, kam se bodo premaknile med preizkusom. Izracˇunane po-
mike glede na lego na preizkusˇancu linearno interpoliramo. Tako pridobimo vektorsko
funkcijo premikov tocˇk na celotnem obmocˇju preizkusˇanca.
Tretji korak je deformacija osnovne slike. Deformacijo izvedemo v programskem oko-
lju Mathematica, kjer uporabimo vgrajeno funkcijo ImageForwardTransformation. Ta
nam osnovno sliko deformira skladno s pridobljeno funkcijo pomikov oziroma simuli-
ranim odzivom. Pridobimo tako imenovano deformirano sliko, prikazano na sliki 4.2b,
ki nam pri realnem eksperimentu predstavlja zajeto sliko ob koncu obremenjevanja.
Osnovno in deformirano sliko uvozimo v program za izvedbo digitalne korelacije slik
Istra 4D. Ta z omenjeno metodo izmeri polje pomikov in deformacij med slikama,
kar oznacˇimo kot izmerjeni odziv. Slika 4.3 prikazuje simulirano ter izmerjeno polje
pomikov, kjer simulirani odziv prikazujemo le v tocˇkah, ki sovpadajo z izmerjenimi.
Primerjava slik a in b med seboj sluzˇi kot verifikacija same metode DIC. Vidimo, da




(a) Osnovna. (b) Deformirana.



































































Slika 4.3: Polje pomikov, uporabljeno pri verifikaciji.
Slika 4.4 prikazuje simulirano in izmerjeno polje vzdolzˇne deformacije εxx. Deformacija





kar posledicˇno pomeni, da je deformacija mnogo bolj obcˇutljiva na napake meritve kot
pa pomik. Napisano vidimo tudi ob primerjavi slik 4.3 (pomiki) in 4.4 (deformacije).
Simulirano in izmerjeno polje pomikov sta na pogled identicˇna, polja deformacij pa
izkazujeta nekaj razlik. Le-te so relativno majhne in so na lokacijah, kjer je priso-
tna mozˇnost robne motnje ali pa majhna obcˇutljivost na materialne parametre, tako
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meritev na teh lokacijah pravzaprav ne bomo uporabili pri inverzni identifikaciji. Za-







































































Slika 4.4: Polje deformacij, uporabljeno pri verifikaciji.
V izbranih tocˇkah, prikazanih na sliki 3.21, tako izmerimo simulirani odziv. S pomocˇjo
le-tega lahko sedaj formuliramo ciljno funkcijo (enacˇba (3.19)), s katero pretvorimo
iskanje materialnih parametrov v optimizacijski problem.
Ob izbranih zacˇetnih priblizˇkih materialnih parametrov
p0 = {1, 1, 1}⊤, (4.2)
ima ciljna funkcija vrednost
S(p0) = 0,514 775. (4.3)
Sledi postopek iskanja minimuma ciljne funkcije, ki je podrobno opisan v poglavju 3.5.








kjer ciljna funkcija dosezˇe vrednost
S(pid) = 5,865 · 10−5. (4.5)
Vrednosti identificiranih materialnih parametrov so zbrane v preglednici 4.2. Vidimo,
da se identificirani parametri ujemajo z izbranimi, zapisanimi v preglednici 4.1. Meto-
dologija, predstavljena v poglavju 3, je tako uspesˇno opravila verifikacijo, saj je razlika
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med identificiranimi materialnimi parametri in tistimi, uporabljenimi za simulacijo re-
alnega eksperimenta, zelo majhna (priblizˇno 0,5%).





4.2. Identifikacija lastnosti ortotropno elasticˇnega
materiala
V tem podpoglavju je predstavljen primer inverzne identifikacije dveh modulov ela-
sticˇnosti ortotropno elasticˇnega materiala z le enim preizkusom. Ta dva materialna
parametra bi sicer lahko izmerili z dvema enostavnima preizkusoma s klasicˇno merilno
opremo (brez DIC), vendar v primeru bolj kompleksnega konstitutivnega zakona ne
bi bilo tako. Za popis materiala uporabimo Hookov zakon za ortotropno elasticˇne
materiale, ki je predstavljen v poglavju 2.3.2.1.
Opazovani material je suha bukev, saj ta izkazuje mocˇno elasticˇno ortotropijo (precˇni
elasticˇni modul je reda velikosti desetkrat nizˇji od vzdolzˇnega). Skladno z metodologijo,
predstavljeno v poglavju 3, se inverzna identifikacija materialnih parametrov zacˇne z
nacˇrtovanjem eksperimenta. Glede na razpolozˇljivo merilno opremo se omejimo na iz-
vedbo enostavnega tlacˇnega (kompresijskega) testa z merjenjem sile z merilno celico in
merjenjem polja deformacij z merilnim sistemom DIC. Sledil je razvoj preizkusˇanca, ki
je potekal analogno, kot je opisano v poglavju 3.2.4. Za potrebe razvoja preizkusˇanca
smo privzeli okvirne vrednosti materialnih parametrov materiala iz literature [30]. Za-
pisane so v preglednici 4.3.
Preglednica 4.3: Okvirne vrednosti materialnih parametrov. [30]










Razviti preizkusˇanec je prikazan na sliki 4.5, kjer (a) prikazuje mere in (b) usmerjenost
preizkusˇanca. Iz hlodovine je izrezan tako, da x-os sovpada z vzdolzˇno osjo rasti, y-os
z radialno in z-os (po debelini) pa s tangencialno.
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(a) Mere.
(b) Usmerjenost.
Slika 4.5: Preizkusˇanec za dolocˇitev elasticˇne ortotropije.
Izvedba numericˇnega eksperimenta je analogna izvedbi pri preizkusˇancu za dolocˇitev
Hillovih materialnih parametrov (poglavje 3.4). Ponovno lahko obravnavamo le cˇetr-
tinski model preizkusˇanca, saj so tako geometrija, obremenitve in tudi odziv materiala
simetricˇni preko x ter y osi.
Slika 4.6: Numericˇni eksperiment. Slika 4.7: Tocˇke, v katerih merimo odziv.
Slika 4.8 prikazuje polji obcˇutljivosti vzdolzˇne deformacije na iskana materialna para-
metra. Ostale obcˇutljivosti zaradi preglednosti niso prikazane in tudi ne bodo upo-
rabljene v postopku inverzne identifikacije. Glede na prikazana polja obcˇutljivosti
dolocˇimo tocˇke, prikazane na sliki 4.7, v katerih merimo odziv, ki ga bomo uporabili za
inverzno identifikacijo modulov elasticˇnosti. Tocˇka 1, v kateri merimo vzdolzˇno defor-
macijo, je na sredini preizkusˇanca; tocˇka 2, v kateri merimo precˇno deformacijo, pa ob
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luknji na vsaki cˇetrtini. Tako za tocˇko 2 merimo odziv pravzaprav v sˇtirih tocˇkah (ob
vsaki luknji preizkusˇanca), ki jih pa med seboj povprecˇimo. Z izdelanim preizkusˇancem
in dolocˇenim tocˇkam merjenja odziva izvedemo realni eksperiment. Postavitev upora-
bljene opreme z vpetim preizkusˇancem je prikazana na sliki 4.9.
(a) Na vzdolˇzni modul elasticˇnosti. (b) Na precˇni modul elasticˇnosti.
Slika 4.8: Obcˇutljivost deformacij na materialna parametra.
(a) Merilni sistem. (b) Preizkusˇanec.
Slika 4.9: Realni eksperiment.
Za zagotovitev ponovljivosti smo izvedli pet ponovitev realnega eksperimenta. Graficˇni
prikaz ponovljivosti je izveden z grafom vzdolzˇne deformacije v tocˇki 1 v odvisnosti
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od sile obremenjevanja, prikazanim na sliki 4.10. Vidimo, da meritve, kljub primi-
tivni opremi za zagotavljanje obremenitev, izkazujejo dobro ponovljivost. Dodatno je
sˇe oznacˇena meritev, katere odziv uporabimo kot izmerjeni odziv za izdelavo cenilne
funkcije pri postopku inverzne identifikacije.



























εyy,2 =−1,1533 · 10−3,
vnesemo v lastni program za inverzno identifikacijo materialnih parametrov. Ta skla-
dno s postopkom, opisanim v poglavju 3.5, z optimizacijskimi metodami najde v vecˇ
iteracijah minimum cenilne funkcije pri vrednostih materialnih parametrov, zapisanih
v preglednici 4.4.
Preglednica 4.4: Identificirani vrednosti materialnih parametrov.
Oznaka, pid,i Vrednost in enota
Ex 23 354MPa
Ey 1765MPa
Za kontrolo identificiranih materialnih parametrov smo za vsakega izvedli sˇe dve re-
ferencˇni meritvi. To so tako enostavne meritve, da lahko izmerjene velicˇine neposre-
dno primerjamo z identificiranimi materialnimi parametri. Uporabili smo isto merilno
opremo kot pri meritvah preizkusˇanca z luknjami, spremenili pa smo preizkusˇanec. Ta
je sedaj kvadraste oblike, velikosti 45× 45× 8mm. Usmerjenosti in smeri obremenitve
so prikazane na sliki 4.11.
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(a) Za vzdolˇzni modul elasticˇnosti. (b) Za precˇni modul elasticˇnosti.
Slika 4.11: Referencˇne meritve.
Rezultate referencˇnih meritev prikazˇemo z grafom osne napetosti v odvisnosti od osne
deformacije na sliki 4.12. Osno napetost smo izracˇunali inzˇenirsko, to je tako, da smo
izmerjeno osno silo delili s precˇnim presekom preizkusˇanca. Osno deformacijo pa smo
izmerili z merilnim sistemom DIC, kjer smo povprecˇili izmerjeno (homogeno) polje
deformacij celotne sprednje povrsˇine preizkusˇanca. Premica identificiranih modulov
elasticˇnosti je pa izracˇunana s Hookovim zakonom
σi = Ei εi, (4.6)






















































Slika 4.12: Primerjava identificiranih modulov elasticˇnosti z referencˇnimi meritvami.
Vidimo, da premica identificiranega modula elasticˇnosti, tako vzdolzˇnega kot tudi
precˇnega, sovpada s tocˇkami referencˇnih meritev, kar potrjuje identificirana modula
elasticˇnosti. Na podlagi tega lahko trdimo, da je uporabljena metodologija opravila
svoje delo z odliko in je tako verificirana sˇe s tem primerom.
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5. Zakljucˇki
Predstavljeno magistrsko delo je zelo interdisciplinarno. Za zacˇetek smo morali spo-
znati in se naucˇiti pravilno uporabljati vse uporabljene (pod)metode, ki obsegajo ce-
lotno merilno opremo za merjenje polj pomikov in deformacij z metodo digitalne ko-
relacije slik, pripravo preizkusˇanca za merjenje z omenjeno merilno opremo, razlicˇne
konstitutivne modele za izotropno in ortotropno elasticˇnost ter plasticˇnost, metodo
koncˇnih elementov za resˇevanje mehanskega robnega problema in navsezadnje sˇe vse
uporabljene programske jezike ter pakete: Wolfram Mathematica, Python, Abaqus
Standard, Istra 4D. Spodnje tocˇke povzemajo lastno delo, ugotovitve in prispevek ma-
gistrskega dela.
1. Izdelali smo program za izracˇun nelinearnega elastoplasticˇnega odziva palice z
metodo koncˇnih elementov.
2. Izdelali smo program za inverzno identifikacijo materialnih parametrov, vkljucˇno
z lastno programsko kodo optimizacijskih metod.
3. Izvedli smo povezavo vecˇ programskih paketov (Wolfram Mathematica, Python,
Abaqus, Istra 4D), vkljucˇno z avtomatsko obdelavo podatkov.
4. Uspesˇno smo verificirali celotno metodologijo inverzne identifikacije parametrov
konstitutivnih modelov z uporabo digitalne korelacije slik v virtualnem okolju.
5. Razvili smo in numericˇno preverili nov preizkusˇanec, primeren za inverzno iden-
tifikacijo Hillovih materialnih parametrov z metodo DIC in enim samim preizku-
som.
6. Razvili smo nov preizkusˇanec za inverzno identifikacijo parametrov ortotropno
elasticˇnega materiala in ga preverili na realnem primeru.
7. Razvili smo pristop za snovanje novih preizkusˇancev na podlagi analize pogoje-
nosti eksperimentov.
Na podlagi verifikacije metode v virtualnem okolju in realnem primeru identifikacije
materialnih parametrov smo potrdili izvedljivost ter uspesˇnost inverzne identifikacije
parametrov konstitutivnih modelov z uporabo digitalne korelacije slik. Med postopkom
verifikacije smo razvili sˇe pristop za snovanje novih preizkusˇancev na podlagi analize
pogojenosti eksperimenta. Zasnovali smo dva nova preizkusˇanca, enega za identifika-
cijo materialnih parametrov konstitutivnega modela Hill48 in drugega za identifikacijo
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dveh modulov elasticˇnosti (materialna parametra) Hookovega konstitutivnega modela
za ortotropno elasticˇnost. Oba preizkusˇanca smo numericˇno ali pa z realnim prime-
rom preverili, kjer smo ugotovili, da oba izkazujeta odlicˇne lastnosti za identifikacijo
materialnih parametrov.
Predlogi za nadaljnje delo
V nadaljnjem delu je potreben razvoj boljˇse optimizacijske metode, ki najde iskane
materialne parametre v manj iteracijah. Treba je poskusiti razviti nove preizkusˇance za
identifikacijo materialnih parametrov naprednih konstitutivnih modelov, saj smo s tem
magistrskim delom pridobili upanje za razvoj takih, ki vrnejo materialne parametre,
ki jih ne moremo dolocˇiti z znanimi metodami identifikacije. Treba je tudi izboljˇsati
tehnike obdelave podatkov izmerjenih in izracˇunanih odzivov vecˇ meritev.
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